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Fonctions Réelles

Etude d’'une équation fonctionnelle

L’objectif du probléme est d'étudier 'ensembfe des fonctionsf : R — R continuegelles que :

V(z,y) eR?, fz+y)+ flz—y)=2f@)f¥).
Partie |

1. Montrer que les fonctions— cosz et x — chz appartiennent a I'ensembteé.

Soit f dans€.
Montrer que pour tout réet, la fonction f, : R — R définie parf, (z) = f(az) estdanst .

3. Soit f dans€& .
En donnant & et y des valeurs particuliéres, prouver que :

3.a f(0) vaut O ou 1.
3.b  Sif(0)=0 alors f est la fonction identiquement nulle.

3.c  Sif(0)=1alors f estune fonction paire.
Partiell

Dans cette partie, on se propose de déterminéoetons def qui sont deux fois dérivables.
On introduit f une telle fonction.

1. Etablir que pour toufz,y) € R? : f"(z+y)+ f"(z—v) = 2f (@)f" ().
En déduire I'existence d’une constante régalleelle quevz c R, f"(z) = M f(z) .

2
3. Résoudre suR I'équation différentielley” + iy =0 en séparant les cas>0, ;<0 et u=0.
4

Déterminer les éléments de qui sont deux fois dérivables.

Partielll

Dans cette partie, on oublie I'hypothése de déiiitalet on se propose de déterminer les fonctdmg qui
s’annulent tout en n'étant pas identiquement n@e.introduit f une telle fonction.

1. Montrer quef(0) =1 et quef s’annule au moins une fois si&".
2. On formeE = {z >0/ f(z)=0}.

2.a  Montrer queFE admet une borne inférieure que I'on nate
2.b  Prouver quef(a) =0 (on pourra raisonner par I'absurde). En déduie g+ 0.

2.c  Montrer que ¥z €[0,a[,f (z)> O.

3. On posew :Zl et on noteg la fonction deR versR : z — cos(z ).

vz}

3.b  En déduire, en raisonnant par récurrence;sgue : Vg € N, f[i] = g[i].

3.a  Soitg € N. Montrer quef[%

211 Z]

3.c Démontrer aussiquépe N, VgeN, f[%] = g[%]_

3.d  Etendre cette propriété a tque Z .

4, On formeD, :{%/pEZ,qu}.
4.a  Etablir que tout réel est limite d’'une suitéléinents deD, .
4b Endéduirequ¢ =g.
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Partie |

La fonctionz — cosz est continue et par développement :

Vz,ye R, cosc+y )+ cost—y )= 2C08 CQs.

La fonction z — chz est continue et :

e€+e’ é+e &4 '+ e+ &Y g4 @ L e+ e
2 2 2 2 2

ce qui donne 2chz chy= ch¢+y ¥ cht—y .

Les fonctionsz — cosz et 2 +— chz appartiennent & .

Vr,yeR, 2

f, est continue par opérations sur les fonctionsicoes.

Vo,yeR, [ (z+y)+ [, (z—y) = flaz+ay) + flaz—ay) = 2f (az)f(oy) = 2f, @)f, ).

La fonction f, appartient &€ .

Pourz =y = 0, on obtient2f(0)= 2f (Of donc f(0)(1— f(0))= 0 puis f(0)= 0 ou f(0)=1.
Supposong(0)= 0.

Pourz € R ety =0, on obtient2f (z) = 2f (x)f (0)= 0 donc f =0.

Supposong(0)=1. R est symétrique par rapport a O.

Pourz=0etyeR, f(y)+ f(—y)=2f(0)f(y)= 2f ) donc f(—y) = f(y) et f est paire.

Partiell

Soitz € R fixé. Onaf(z+y)+ f(z—y) = 2f (x)f [y) .

En dérivant la relation par rapportd on obtientf’(z +v)— f'(z —v) = 2f (@) f' () .

En dérivant & nouveau par rapporg aon obtient :f"(z +y) + f"(z —y) = 2f (z)f" (v)..
Posons\ = f”(0).

Pourz € R ety =0, larelation ci-dessus donr&” (z) = 2f” (0)f @) i.e. f"(x) = \f(x) .
y” + py = 0 est une équation différentielle linéaire d’ordra 2oefficients constants d’équation
caractéristique-® + = 0.

Si u > 0 alors I'équation caractéristique possede deuxesctomplexes z\/ﬁ et fi\/; .
La solution générale de I'’équation différentiel g(z) = C.e"" +C,e V"

Si u < 0 alors I'équation caractéristique possede deuxesciéelles H et f\/f_u.

La solution générale de I'équation différentiels ¢(z) = C,; cos(\/—_;wc +C, sin@x ).
Si u =0 alors I'équation caractéristique possede une eadiruble : 0.

La solution générale de I'équation différentielte g(z) = Cz+C,.

Soit f un élément d&€ deux fois dérivable.
f peut étre la fonction nulle.
Si f n’est pas la fonction nulle alors est une fonction paire, vérifiant I'équatigit0) = 1 et solution

d’une équation différentielle du typg’ + uy =0 avecp e R.
Dans le cag: > 0, on obtientf(z) = Cleﬁ” + C’Ze‘ﬁ” avecC, = C, (par parité) e, =C, :% (par la

relation f(0) =1). Par suitef(z) = ch(\/ﬁx).
Inversement, I.1 et 1.2 (avee = \/;) assure qu’une telle fonction est solution.
Dans le cag: < 0, on obtientf(z) = C, cos{/—pz +C, sin{/—uz | avecC, =0 (par parité) eC; =1
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(par la relationf(0) =1). Par suitef(z) = cosﬁx ).

Inversement, I.1 et 1.2 (avee = H) assure qu’une telle fonction est solution.

Dans le cag: =0, on obtientf(z) = C;z +C, avecC,; = 0 (par parité) e, =1 (par f(0)=1). Par
suite f(z) =1. Inversement cette fonction est solution.

Résumons, les fonctions deux fois dérivables smisgtsont :
fix—0, fiz—1, fiz—cos@z) (aveca >0) et f:z+— ch(az) (aveca > 0).

Partielll

1.3.b implique par contrapositiof(0) = 0, I.3.a donne alorg(0)=1 et I.3.c donnef paire.
Puisquef s’annule au moins une fois, que ce n'est pasetd’elle est paire, on peut assurer ¢ue
s’annule au moins une fois si" * .

E est une partie d& , non vide (via Ill.1) et minorée par 0. Elle adrdenhc une borne inférieure.
(1) Par I'absurde, supposofig:) = 0.

Par continuité em , il existe un voisinage de, de la forme[afa,a +a] (aveca > 0) sur lequelf ne

s'annule pas. Par suitB étant minorée pad , I'est aussi paw +« . Or o est le plus grand des
minorants deFE . Absurde.
(2) En exploitant la réalisation séquentielle d’lmoene inférieure.

Il existe (z,) € E" telle quez, — a . Puisquef est continuef(z,) — f(a).

Or z, € E donc f(z,) =0 puis par unicité de la limit¢(a) =0.

a=infE, ECR"* doncacR"* or f(a)=0 et f(0)=1 donca>0.

De part la définition de , on aVz € ]O,a[ , f(z) =0. De plus, on saiff(0) = 1.

Si par l'absurdedy € [O,a[ tel que f(y) <0 alors en appliquant le TVI entre 0 gt on peut affirmer
qgue f s’annule entre O ef . Cela contredit la propriétév.z € }O,a[ , f(z) = 0. Absurde.

Q
2(1+1 .

Exploitons la relatiotf (z +y) + f(z —y) = 2f (z)f (y) avecz =y =

a a a
22‘“1]“_ Zf[F]f[ 2
Par récurrence quec N .

a
Pourg=0: f[;]:f(a): 0=g(a).
Supposons la propriété établie au rangN .
2
a a a a 7T
sl gz -odss
2

%]J = %[CO%+ J]_ co%% en vertu del+ cosr = 2co§%.
a

2q+l
Récurrence établie.

On obtient f

] puis la relation voulue.

Onaf donc

U

Sachantf

a ™ a
7)== =5

™
>0 etcosﬁ> Conaf

Par récurrence double spe N, montrons quevg € N, f[%] = g[%}

Pourp =0, f(0)=1=¢4(0).
a
E
Supposons la propriété vraie aux rangst p—1 avecp >1.

En exploitant la relatiorf(z + y) + f(z — y) = 2f (x)f (v)

Pourp=1, VgeN, f[ en vertu de 111.3b

_ a




3.d

4.a

4.b

aVGCI:% ety:% on obtient :f[(p+1)a]+f[(p;1)a]—Zf[ﬂ]f[% .

2’1 i

(p+Da pa) . fa (p—1a pa| [a (p—1p

Par HR : f|———|=2f| —|f| = |- fl——|= 29| —=|9| —|— .
f[2‘1 N2\ 2) 1 2 N2 ) 2) 9 2
pal [a (p—1a pT ™ — D o+ P+ 1p

o a2} 02 ot e
via la formule2cosz cog— cos(—y F cosfy .

2‘1 21
Récurrence (double) établie.
Par parité d¢ et g, on peut étendre la propriétépee Z .

E(2"'z/a)a n n
Soitz € R .Posonsu, :# Onau, €D, et puisquez—x—lg E 2w gﬁ on a aussi
a a a

a Z \
o <u, <z .Par le théoréme des gendarmes - x .

Soitz € R et (u,) une suite d’éléments dB, telle queu, — = .

Puisquef et g sont continues et que, — = on af(u,) — f(z) et g(u,) — g(z).
Or, par 111.3d, on af(u, ) = g(u,) pour toutn € N donc a la limitef(z) = g(z) .
Finalementf =g .



