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Fonctions Réelles

Méthode de Newton
Partie | — Théoréme du point fixe
Soit a <b deux réels el =|[a,b].
On se donngy: I — R une fonction telle que :
e Vzxel,gx)el,
« etil existe une constanté €[0,1 pour laquelle on ait/(z,y) € I%,|g(z)— g(y)| < k|z—1| .
l.a  Justifier quegy est continue.
1.b  Montrer que I'équatiog(xz) =  possede une solution dans I’interva{Heb} puis que celle-ci est unique.
Nous la noterong .
2. Soitu €[a,b] et (z,) la suite réelle définie par :
ro=uetVneNyz , =g(z,).
2.a  Montrer que pourtoute N : |z, —a| <k"|u—qf.
En déduire la limite de la suiter, ) .

2.b  Etablir que pour tout,peN : |z, —z,|< 11:k]: ..,
2.c  Endéduire que pour toute N :|z, —a] §£|xl—xo|.
3. On suppose qug est dérivable em .
3a Etablir|g'(a) <k.
3.b  Onreprend les notations de la question 2.
Montrer que, si pour tout e N, z, =« alors lim Dot 7 q'(a).

n—-+00 mn, —

Partie Il — Méthode de Newton

On se donne deux réets< b réels etf:[a,b] - R de classeC?.
On suppose qug(a) <0, f(b) >0 etqueVz €la,b], /' (z)> 0.
On s'intéresse & la résolution de I'équatif@x) = 0 d'inconnuez € [a,b] .
l.a  Montrer que cette équation posséde une usmuéon o appartenant @ab[
1b Soitz, € [a,b] .
Déterminer I'abscisse du point d'intersection @xé¢ des abscisses et de la tangenftee z, .

f(x)
f'(@)

2. Pour toutz € [a,b], on posey(z) =z —

2.a Justifier quey est de class€”.
2.b  Calculerg(a) et g'(a).

3. On suppose, dans cette question seulementf cgst de surcroit concave.
On considére ensuite la suite,) définie par :z;=a etVneN,z, , =g(z,).

3.a  Montrer que la suitér,) est bien définie, coante etqie € N,z, € [a,a} .
3.b  Etablir quer, — «.



4.a
4.b
4.c
4.d

On revient au cas général.

Justifier qu'il existé: > 0, tel que, en notank = [o—h,a+h], on aitVz € I,|¢'(z)| < 1.
Etablir quevVz € I,g(x) e

Justifier aussi qu'il existe €[0,1 tel queV(z,y) € 1%,|g(z)— g(v)| < klz—y].

En déduire qu&'v € I, la suite(z,) définie parz, =u etz, , = g(z,) converge versy.

On reprend les notations de la question ci-desson suppose de plus queest de classé?.

: . N AEYe "
Etablir que, si pour toub € N, z, =« alors lim —2—— = 9.() .
' n—too () — ) 2
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l.a

Partie |

g estk lipschitzienne donc continue.

Posong:z+— g(z)—z définie surfa,b].

h est continuef(a) = g(a) —a >0 et h(b) = g(b) —b <0 donch s’annule en vertu du TVI.
Par suite I'équationy(xz) = 2 posséde au moins une solution.

Notons « et 3 deux solutions de I'équatiog(z) = z .

On a|g(c) — g(B3)| < k|or— B donc|a — B <kla—p| or k<1 donca=43.

Finalement I'équatiory(z) = x posséde une solution unique.

Par récurrence sure N :
Pourn =0 : ok
Supposons la propriété établie au rang 0

7,1 0| =lg(z,) =~ g(@)] <klz, —of <k"*fu—al.

Récurrence établie.
k€[0,1 donck"—0 etdoncz, — a par comparaison.

£®méthode :

In,+p - In,| S |(In,+p - 'Inérpfl) + (In+p71 - In,+p72) +eet (In,Jrl_ In)
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2°™ méthode :
Par récurrence sys € N en exploitant :

n

mn-%—p-%—l -

1-k*
p
In+1)+l_mn+11| +|Iw+p _mn| S k |mn+1 _In|+ 17]€ |I7’+1_$" '

m7i| <

<

X

Quandp — +oo dans l'inégalité précédentetoz -z,

ntl = Lnl-

n

Or |a: —a:n| <k" |m1—m0| donc|z, —a| gi—km —a:o|.

n+1

g'(a) = I}!ﬂw or |g(a+h)—g(a)| < k|(a+h)—a| = k|h|

donc M <k puis & la limite quand — 0 : |¢'(e)| < k.
z, —a et 9(x) — g9(a) —— ¢'(a) donc par composition de limite :
r—«
mn+1 —Q — g(mn) — g(a) - g/(Ol) .
‘/'ETL _a xn _a

Partiell

f est continuef(a) <0 et f(b) >0 donc en vertu du TVI I'équatiorfi(z) = 0 posséde au moins une
solution dansla, b . D'autre partf est strictement croissante (donc injective) ¢arc [a,b], f'(z) > 0,
par suite I'équationf(z) = 0 ne peut avoir plus d'une solution. Finalementdiétpn f(z) = 0 possede
une unigue solutiony € |a,b| .
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2.a
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L'équation de la tangentefaen z, esty = f'(z,)(z —z,) + f(z,) -

Cette droite coupe I'axe des abscissgs-(0) en un point d'abscisse = z, — JJ:/((IO)) .
Lo
f estf’ sontC' doncg I'est aussi par opérations.
fa)f"(@)
gla)=a etg'(a)==—""*=
(f'(@))®

Par récurrence surc N montrons quer, existe etz, €[a,a].
Pourn =0 : ok
Supposons la propriété établie au rang 0.

Puisque, par HRy, existe etz, €[a,a], z,., = g(z,) est bien définie.

n

z,,, estl'abscisse du point d'intersection de la tagé f en z, et de 'axe des abscisses.
La fonction f étant concave, sa representatlon est en dessmasteeangente, donf(z, .,) <0 et

puisquef est strictement croissante:;

D'autre partz,,, =z, — ]{(( )) >z, car f(z,) <0 etdoncz, , >z, .

€[z,,a]C[a,a]. Récurrence établie.
On a vu ci-dessus, ,, >

71+1

Ainsi ¢, ,

z, , la suite(z,) est croissante.
(z,) est croissante et majorée donc elle convergewardimite ¢ .
z, €[a,a] donne & la limite/ €[a,q].

=z _M donne a la limite/ = ¢ — 1)

P T T £(0)

On ag’(a) =0 et g’ continue carg est de class€".

. Par suitef(¢) =0 etdoncl/ =« .

Puisqueg’(z)———0<1, il existe . >0 tel queVz € I =[a—h,a +h],|g’(z)| <1 quitte a prendré
suffisamment petit pour quEC [a,b].

Par l'inégalité des accroissements finis :

Ve I,|g(z) — g(a)| < 1><|zfa| d0nc|g(z) fa| <h dou g(z)el.

|g’| est continue sur le segmeht= [afh,aqth} , elle y admet donc un maximum en un pairt [ .
Posonsk = |g’(c)| .Onakel0,] carvz e I,|g’(:r)| <1.

De plusVz € I,|g’(:r)| < |g’(c)| =k donc l'inégalité des accroissements finis assueeggestk
lipschitzienne.

Les propriétés sont réunies pour exploiteraldi@ | et conclure.
Par la formule de Taylor-Young :

g(z) = g(a) + ¢'(a)(z — o) + T——= g”( ) (z—a)® +o((z—a)®) au voisinage de .
Puisquez, — « on peut écrire y(z,) = g(a) + ¢’ (a)(z, — ) + g”éa) (z, —a)® +o((z, —)?)
e iz _a+9”( ) (2, —a)? +ol(z, —a)?) d'oi lim 2 _ @)

i (z, —a)? 2



