ELBILIASY X

Prépas MPS| Problémes COI‘I‘igéS My Ismail Mamouni

[htfp ://elbilia.sup] 2018-2019 [http ://myismail.netj

Intégration généralisée
Devoir Maison N°18

Intégrales de Futuna

Notations :

Soit f est une application continue sur [zg, +o0o[, & valeurs dans RT.
+00 a

On pose f(z)dz = lim / f(x)dz, si cette limite existe dans R.

0 a—+00 0

Dans ce probleme, il sera question d’intégrales de ce type, mais tous les calculs devront étre
effectués sur des intégrales sur un segment (le plus souvent [0,a] avec a > 0) avant un
passage & la limite (qui devra étre justifié) quand a tend vers +oo0.

400

Pour tout n de N*, on note £, = / (si cette intégrale existe).

T
0 (Ch ZL’)n
Les intégrales F,, sont appelées intégrales de Futuna.

1. (a) Prouver que F} existe, et calculer sa valeur.

(b) Prouver que F; existe, et calculer sa valeur.

n
(c) Montrer que tous les F,, (n > 1) existent et que Fy, 42 = o1 npour tout n de N*.
n

2. (a) Montrer que la suite (F,),>1 est décroissante et convergente.

(b) Dans cette question, on va prouver que lim F, = 0.
n—oo

On se donne ¢ > 0, puis a, b dans R+x, avec a < b.

a g b d +oo d
On décompose F,, sous la forme F,, = /0 (chi)" ‘|'/a (ch af)” ‘|'/b (ch i)n

b (2e0)"
(cha)”+ no

ii. Choisir a et b et en déduire : I3ng € N*, Vn > ng, 0 < F,, < e. Conclure.

i. Montrer que F, < a+
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3. (a) Déduire de la question (1) I'expression de Fy, et de Fy,41 a l'aide de factorielles.

(b) Montrer que la suite n +— u, = nFy, F,+1 est constante et calculer sa valeur.

Fn—l—l i

(c) Montrer que lim

n—o0 n

m/
4. Pour tout n de N, on pose W,, = /
0

=1, et en déduire que F,

m
om’

2
(cosz)™dx (ce sont les intégrales de Wallis).

Pour tout n de N*, prouver I'égalité F,, = W,,_;.

Ce résultat explique I'analogie qu’'on remarque entre les intégrales de Wallis et Futuna!

5. Appliquer la formule d’intégration approchée par la méthode du trapeze a x — Inz sur le segment

[n,n 4 1] et en déduire I'inégalité 0 <

6. Pour tout n > 2, on pose u, = ln< "\/ﬁe_"> —In(n!) et v, = up +

1
12n2
1
12(n—1)’

<n + ;)(ln(n +1)—In(n)) -1 <

(a) Montrer que les suites (uy)n>2 €t (vy)n>2 sont adjacentes.

(b) On note C' = hm Up = h_)m Up.

Montrer I'égalité 2u,, — ug, = In

<F2n+;\/%>

1
et en déduire C = ) In(27).

(c) Prouver finalement la formule de Stirling : n! ~ n™e™"/2mn.
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Corrigé
1. (a) Tout d’abord, 'application x +— o est positive et continue sur RT.
chz

a

x .

On calcule / —— (pour tout a > 0) en utilisant le changement u = e*.
o Chx

2
1
D'abord du = ¢* dz = udz et chz = - 2+ .
u
a q e? 2d £@
On trouve : e / 27u = [2 arctan u] = 2(arctan(ea) — z).
o chz 1 uf+1 1 4

uand on fait tendre a vers 400, la limite existe (ce qui prouve l'existence de F}), et :
qul p

T T T T
1=, Jim 2(arctan(e”) = 5 2 4) 2

1
(b) Tout d’abord, 'application o — —— est positive et continue sur R*.
chz

sur R est ’application = — thz.

dx

(chx)? .
Ainsi, pour tout a > 0, on trouve : /0 W = {th az}z = tha.

Une primitive de x

Quand a — +00, la limite (donc F5) existe et F» = lim tha = 1.
a—+00

(¢) On procede par récurrence forte. On sait déja que F; et F» existent.
On se donne n > 1, et on suppose que Fi,..., F, 1 existent.

On a montrer 'existence de Fj,12. On se donne a > 0.
On integre par parties / T de = / " dz en primitivant #
B¢ bat p o (chz)"*2 — J, (chx)?(chx)" P (chx)?’
¢ dx the ¢ ¢ (thx)(shz) tha @ (shz)?
= dz = b |
/0 (cha)+? [(chx)”] S /0 (cho)y T T (o " /0 (chayiz 47

Alnsi /“ dz tha +n/a(Ch$)2_1dx
o (chz)"*2 ~ (cha)" o (chax)ntz 7

On en déduit /a dz _ ! tha + n/adm
o (chx)"*2 ~ n+1\ (cha)" o (chz)m

n T dg n
Quand a — +00, le membre droit de 1’égalité tend vers s 1/0 (chz) = n 1Fn.
Cela prouve 'existence de Fj 1o et 'égalité Fj, 1o = ni -
La suite (F},)n>1 est donc entierement définie et : Vn > 1, F1o = ni 7 Fn-

1 1
2. (a) Pour tout 7 > 0 et tout n de N*, on a 1< cha done 0 < romgy < o
dx

a a dx
Ainsio< [ —— < | — d <F,.<F, d .
insi 0 /0 (cha) ™l /0 (cha) (a > 0) donc 0 +1 quand a — +00

La suite (F},) est décroissante et minorée (par 0). Elle est donc convergente.

a d a
(b) i. Sur [0,aq] onach:r}ldonc/ (x)ng/ dz = a.
0 0

chz
b da b oda b—a b
Sur [a, b] 0nachx>cha>0d0nc/ </ = < .
o (chaz)™ o (cha)®  (cha)® = (cha)”
x —T x 1
Sur [b, +oo[, on a chz = ere” > ¢ donc < e M,

2 2 (chx)"
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¢ dx ¢ n n
Ainsi, pour tout ¢ > b : / ﬁ < / e ™ dx = {e‘”b — e_"c] < Ze
b b

chax)n n
2e~b)n
Quand ¢ — +o00, on trouve la majoration / < ( ) .
p (chz)m n

€
ii. On choisit a = 3 et b =1n2 (on se perd aucune généralité a supposer ¢ < In 2.
€ In2 1

2 @G

Le membre droit de cette inégalité tend vers 3 quand n tend vers +oo.

La majoration précédente devient : Vn € N*, F, <

Ainsi, il existe ng dans N* tel que 0 < < € pour n = nyg.

Ce résultat signifie bien str que lim Fn =0.
n—-+00

2(n—1) 2(ln—1)2(n—-2) 42

: Pour tout n > 2, Fy, = e .= ZF Fy=1.
3. (a) Pourtout n 22, Fon = 5 =" Fon1) = 5, = an—3) 53z M 2
2n=(n —1)! (2"t (n — 1)!) (2%!)
Donc Fy, = = = lable si n = 1).
T G n)en-3) 1 (2n- 1) n- (2 (Vablesin=1)
. on —1 2n—1(2n-3) 31 T
Pour tout n de N*, Fy,11 = o Fotn—1)41 = o 2An= 1) 13 F.Or Iy = 5
on—1)(2n—3)---1 mn)!
Ainsi Fop4q = (2n=1)@2n = 3) T @n)t = (valable si n = 0).

2nn) 2 (2"n!)?22
(b) En utilisant la relation donnant F), o en fonction de F),, on obtient, pour n > 1 :

n
tng1 = (1 + 1) Fi1 Fapo = (n+ 1) Fopy (n—+1 Fn> — N, Fy1 = un.

Ainsi la suite (uy)n>1 est constante. Pour tout n de N*, u, = uy = FiFy = —

F, F,
(¢) Pour tout n de N*; on a: 0 < F,y9 < Frp1 < F, et donc 0 < ;7” < Zfl <1
n n
F, F;
Or lim —2 — lim no_ 1. On en déduit lim —L — 1.
n—00 n n—oo n 4+ 1 n—00 n

Ainsi Fjyq ~ F, donc g = nF,Fpit ~nF2. 1l en résulte F, ~ 21
n

4. On se donne n dans N*. On effectue le changement de variable ¢t = tan( ) dans W,,_1.

2dt 1—¢2

1
On a dt = 5(1 + ) dz donc dz = . De plus cosx =

1+t2 1+¢2
T /2 L1 — )1
Quand z décrit [0, 5}, t décrit [0,1]. Ainsi W,,_; = /0 (cosz)" ' dz = 2/0 W dt.
On effectue le changement de variable t = th (2) dans F,.
1 2 . 14t
On a dt = 5(1 —t )dZE donc dz = 1—7t2’ et on sait que chx = 2
@ dr th(a/2)( _tz)n 1
Quand z décrit [O,a], t décrit [0,th (a/2)]. Ainsi / —_ = 2/ 55— dt.
o (chx)n 0 (1+t2)n
Quand a — 400, on obtient F, 2/1(1_t2)n_1dt W,
uand a 00, on obtient F,, = L dt=W,_.
o (1+2)n !
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ntl 1 1 1
5. La formule d’intégration approchée s’écrit / nede ~ -2 + g(n + )
n
L’application z — Inz étant concave, 'approximation est ici obtenue par défaut.
1 1 1 1
On sait qu'un majorant de l’erreur commise est — sup ‘ln”(x)} = — sup = —7.
il , | . . [n,n+1] 12 iy @2 1202
AinsiOé/ Inxdx — nn+In(n+1) < .
n 2 12n2
n+l n+1
Mais/ Inzder = [xlnx—x} =m+1)In(n+1)—nlnn—1.
n n
ntl 1 1 1 1
Il en découle / Inzdr — - i r21(n +1) = <n + E)On(n +1) —In(n)) — 1.
n
1 1
On a donc obtenu 'encadrement 0 < <n + 5) (In(n+1) —In(n)) —1 < o2
n

6. (a) Pour tout n > 2:
Upgl — Up = ln<(n +1)"Hy/n + 1 e_"_l) —In((n+ 1)) — ln<n”\/ﬁe_"> + In(n!)

= (n+§>1n(n+1)—(n+1)—1n(n+1)— (n—i-%) Inn+n
- (n+ 2>(ln(n+1) In(n)) — 1

La question précédente donne donc 0 < upt+1 — up < Ton2 pour tout n > 2.

En particulier, la suite (uy,),> est croissante. D’autre part, pour tout n > 2 :

1 1 1
Ul T U =l T U o T ) e T T T — )
1 1
Ainsi vy — v, < o2~ =1 < 0. La suite (v, )n> est donc décroissante.
. . . 1
Enfin, il est clair que nh—>Holo(vn — Up) = nh_}rrgo 2no1) = 0.

Les deux suites (up)n>2 et (vn)n>2 sont donc adjacentes.
(b) On trouve successivement, :
2y — ugy = 2ln<n"\/ﬁe*") —2In(n!) — ln<(2n)2” 2n e*2”> + In((2n)!)
=In (nQn‘H e_2”> - 111((271)2” 2n 6_2") +In((2n)!) — 2In(n!)

=lnn— 1n(22"\/%) +1In((2n)!) = 2In(n!) = ln<22(3?n) )\2(f)

2n F V2n
Or Fopy1 = 22(n( ))2 5 donc 2u,, — usy, = ln(%)
[ . F V2n 1 . 1
On a Fopyq ~ n donc nh_)rgo 2”: = NGE: donc nh_)rrgo(Qun — Ugp) = 3 In(27).
Mais bien str lim (2u, — ug,) = 2 lim u, — lim wug, =2C — C =C.
n—oo n—oo n—oo

1
On obtient finalement C' = —5 In(27).

1
_ n -n\ | _ -
(¢) On sait maintenant que nh_)rgo Up, = nll)m (n(n Vvne ) ln(n.)> In Nz
“n :

Autrement dit lim Yo = donc lim —© =1,

n—00 n! V2T n—0o ne~"\/2mn

On a donc obtenu la formule de Stirling : n! ~ n™e™"v/27n.
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