ELBILIASY X

Prépas MPS| Problémes COI‘I‘igéS My Ismail Mamouni

[htfp ://elbilia.sup] 2018-2019 [http ://myismail.netj

Simulation DS N°8
Intégration
Séries Numériques

Probleme 1

1. Intégrales de Wallis.
2
Soit, pour n € N, I,, = / sin” x dz.
0

n
a) Montrer que pour tout n > 1, I,,41 = —— - I,_1.
n+1

(a)
(b) En déduire une expression explicite de Iy, et de I,41 & I'aide de factorielles.
) In_|_1 S n
I, “n+1l
)

(c) Montrer que pour tout n € N, 1 >

(d) En déduire la formule de Wallis :
(2p)t 1

li R ., .
IRV e T

2. Formule de Stirling.
nle™

n"/n

Soit, pour n € N*, S, =1In . On admettra que pour toute suite (u,) de limite nulle,

u? o oud

In(1 + up) = up — 7” + ?" +O(us).

. . , , . (6
(a) Montrer qu’il existe un réel @ non nul qu'on déterminera tel que S, — Sp—1 ~ —
‘oo
+o0
(b) A Tl'aide d’une comparaison avec une intégrale, montrer que Z 5] est convergente.
k=1

(c) En déduire que (S,,) admet une limite finie S dans R.
nle™ o2
En considérant —, déterminer la valeur de S.

n”\/ﬁ O092n
(e) En déduire la formule de Stirling : n! = n"e™"v2mn(1 + o(1)).

(d) Soit, pour n € N*, g, =
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Correction de ’exercice —

1. Intégrales de Wallis.
(a) Soit n > 1. Intégrons I,,41 par parties, en dérivant sin™ et en intégrant un facteur sin. Les fonctions

considérées étant de classe C*°, I'intégration par partie est licite, et donc :

jus
2
+n/ cos? zsin" 'z dx
0

jus
2

us
2
Iyt :/ sin"t(z) dz = [f cos x sin” x}o
0

= n/ (1 —sin®z)sin” 'z de = n(l,_1 — Li1).
0

En isolant I,,4; dans cette équation, on trouve | I,y = % Tt
n
z p 3 3
(b) Ona:]oz/ ldz=|==1y|; 11:/ sinxdz:[fcosz =|1=1|
0 2 0 Jo
On a alors, pour tout p > 1 :
2p-1)@2p—3)---1,
0

2p —1 2p—1 2p731 - -
PR @) (2p-2)--2

On a de méme, pour tout p > 1.

I :2_])[ __% .E[ — = 2p(2p—2)---2 I
LT oy 1T T gp 1 op—3 2p+1)(2p—1)---1"

(2p(2p—2)---2)* _ (2rp)? _| 27(p)* _
(2p+1)! T2 | @p+1 P

(c) Soit n € N. Pour tout = € [0, %], 0 <sinz < 1, donc 0 < sin” z < sin™*! 2. Ainsi,

3 3
/ sin z dx < / sin” !z da soit : Iy < Inga.
0 0

I
Ainsi, la suite (I,,)nen est décroissante. Par conséquent, pour tout n € N*, 7}“ < 1, et de plus, puisque
n

1 1
In_1>1,, T}H > I"+1. On obtient donc, pour tout n € N*, I’encadrement :
n n—1

1>
In In—l
(d) On calcule la limite de ;"i en calculant la limite des ses deux suites extraites des termes pairs et des termes
impairs. Or :
Dyrr _ (2p+1)(2p+2) ot Topir _ 4p?
Iop 4(p+1)? Iop—1 2p(2p+1)

Ces deux suites extraites ont la méme limite 1. Donc la suite (I"—ﬂ) admet une limite en +o00, égale a
n—t/ neN*

I, ..
“) admet une limite, et
neN

n

1. D’apres le théoréme d’encadrement et la question (c), on en déduit que (

que cette limite est égale a 1.
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. . I
Pour trouver la formule de Wallis, on exprime i Zp
P

—1 )

T S X LR )% :(ﬂ)Q-pw.

- 22p(p!)? 2p 22r (p!)?

Cette expression tend vers 1 lorsque p tend vers +oo d’aprés ce qui précéde. Ainsi, en passant a la racine

Ip-1 2%2(pl)2 2 220-D((p—1)1)2

carrée, on obtient

o _@pt o1
li Vo= 7

p—frloo 22r(pl)?2

2. Formule de Stirling.
nle™
Soit, eN", 5, =ln——.
oit, pour n n i
(a) On obtient, a I'aide du développement limité de In donné dans 1’énoncé :
nle™ B (n—1)len! i ( nle®™  (n—1)""ty/n— 1)
n"/n (n—1)=1/(n—1) nty/n (n—1)len—1!

(e ()

2 n  2n?  3n3 n3

:1_1+i—i+i—i+o<i)=—L+o<i)
2n  2n  4n?  3n? n? 12n2 n?
1

Yoo 1202 |

Sn — Sn—l =In

On a donc | S, — Sh_1

(b) Par un argument classique de comparaison avec une intégrale, du fait de la décroissance de la fonction ¢ tig

1 < / Toode
d’ou, d’aprés la relation de Chasles :

“ 1 "ot 1
Zn2 +ﬁ $2 + n

=1

sur R% , on a, pour tout n > 2 :

k

n

Ainsi, la somme partielle (Z %) est majorée, et elle est clairement croissante. Ainsi, elle est conver-
k=1 neN*

gente. On en déduit la convergence de la série #

Il s’agit en fait d’une série de Riemann, dont la convergence sera un résultat du cours.

(¢) Puisque S,—1 — Sy, s Tlng’ par propriété de conservation du signe, S,,_1 — S, est positif a partir d’'un
certain rang. Si on connait le théoréme de comparaison par équivalents des séries a termes positifs, on peut
conclure tout de suite & la convergence de > (S,_1 —S,), donc aussi de > (S,, — S;,—1). Sinon, on se raméne
au TCSTP classique, en remarquant que ’équivalence ci-dessus implique l’existe d’un rang ng tel que pour
tout n = no,

1
0< S, 1 -8, < ——.
! 12n2

Ainsi, d’apreés le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, Y (S,—1 — S,) converge.

n
Or, la somme partielle de cette série est Z Sk — Sg+1 = S1 — Spt1- Ainsi, la convergence de la série est
k=1

équivalente a la ‘ convergence de la suite (S, )nen+ vers un réel fini S. ‘

(d) Soit n € N*. g, = e, donc, puisque la fonction exponentielle est continue, liril op =€,
n—-+0oo
2 52

Ainsi, lim T = © S) e
n—+00 Top, (§

2

De plus - T _ [ nle” (2n)?"\/2n _ 22"(71!)2\/5.
n"y/n (2n)le?n (2n)ly/n

O2n
D’aprés la question (1le), la limite de cette suite est /2. Ainsi, e¥ =+/2x, soit : | S =Inv2r|.
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(e) La limite de (04, )nen+ est v/27, donc :

nle” nle™
lim =2, soit:
n——+00 n”\/ﬁ ’ n”\/ﬁ

=271(1 +0(1)), soit: |n!=n"e""V2rn(1+o(1))|

Dans le probléme qui suit, on pourra admettre que si (uy,) est une suite récurrence linéaire, vérifiant pour tout n € N,
Untk = Ak—1Untk—1 + -+ + Goun, et si le polynome P(X) = Xk — a1 XF 1 — ... —ay admet k racines distinctes

T1, ..., Tk, alors (uy) peut s’écrire comme combinaison linéaire des suites (r]").
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Probléeme 2 Fonction euleriennes

1 400
On pose B(z,y) = / t" N1 — )V tdt, T(x) = / t" e tdt et
0 0

n
1
—.
k=1 k=1 &

o L
((z) = lim Z e losque cette limite existe. On pose v, (z) =

n—-+00

Partie 1 .

1. Justifier 'existence de I' et B pour x > 0 et y > 0 et montrer qu’elles sont strictement positifs.
cn

2. Montrer que pour tout réel ¢ on a : liril tvtetdt = I'(y).
n—-+0oo 0

3. Montrer que pour z > 0, ['(x + 1) = «I'(x), en déduire que I'(n + 1) = n! pour n € N.
Partie 2 .

0, +00[—=]0, +o00]
_t*
et—1

On considére 'application f : { , ou = est un réel.

1
tl-= :

1. Montrer qu’au voisinage de 0 on a : f(t) ~

2. Montrer que f est integrable sur |0, +oc[ pour tout x > 0.

3. Montrer que : f(t) = Zt””e_kt + f(t)e ™.
k=1
4. Justifier Pintégrabilité sur |0, +oo[ de t — t®e~* pourtout k € N*

/ too g I'(z+1)
montrer que : = .
0

et —1 ket
+oo
5. On utilisant sans démonstration le resultat suivant : liril f(t)e ™dt = 0, montrer que :
400 t* 0
v, () converge pour tout = > 1 et / - 1dt =T(z+1)((z+1).
o &=



