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Devoir Maison (CNC 2019)

Intégration | (Segment)

PROBLEME

Définitions et notations

Pour tout k € N, ‘@";(R, C) désigne le C—espace vectoriel des fonctions complexes 2w —périodiques et
de classe k sur R.

1.1. Noyau de DIRICHLET
Pour tout (n,6) € N x R, on pose

n
D,(0) = Z etk?,
k=—n

Pour tout n € N, I'application D,, : R — C, 6 — D,,(0) s’appelle noyau de Dirichlet.
1.1.1. Vérifier que, pour tout n € N, I'application D,, est paire et 2r—périodique.

1 ™
1.1.2. Vérifier que, pour tout n € N, 2/ D, (t)dt = 1.

™ —T

sin ((2n + 1)6/2)
sin(6/2)

si 0 €R\2rnZ,
1.1.3. Montrer que, pour tout (n,6) € N x R, D, (0) =

2n+1 si 6 € 2nZ.
1.2. Quelques propriétés des éléments de %5 (R, C)
1.2.1. Justifier que toute fonction f € €5 (R, C) est bornée sur R.

a+m ™
1.2.2. Soit g € €43 (R, C) et soit a € R. Montrer que / g(t)dt = / g(t) dt.

a—m —T
1.3. Lemme de LEBESGUE
Soient a et b des réels tels que a < b, et soit h : [a,b] — C une fonction continue par morceaux ; pour
tout n € N, on pose

b
Jo(h) = / h(t)sin ((2n + 1)t/2) dt.

1.3.1. Vérifier que si h est une fonction constante, alors la suite (Jn(h)) converge vers 0.

neN

1.3.2. Montrer que si h est en escalier sur [a, b], alors la suite (J,(h)) converge vers 0.

neN
1.3.3. En utilisant un résultat d’approximation & préciser, montrer que la suite (Jn(h))
vers 0.

nen converge
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1.1.3 Si # € R\277Z, alors ¢ # 1. Z ¢'* est la somme de 2n + 1 termes consécutifs d’une

suite géométrique de raison e # 1, le premier étant e, Ainsi :

n . - 2n+1 _s2n+1 -2n+41 .

ko _inp L — AL g €2 P ™0 sin (20 +1)5)
E:e =€ 1_ea0°© 0 P = —
7n € e'2 e 2 — ez sm(§)

Sif € 277, alors Z el = Z 1=2n+1.

k=—n k=—n
1.2 Quelques propriétés des éléments de %, (R, C)

1.2.1 La fonction f étant continue sur le segment [0, 27|, donc elle est bornée sur ce seg-
ment :

M > 0/Vz € [0,2x], |f(z)] < M.

Siy € R,ilexistex € [0,27] etn € Ztelsquey = x+2nmetdonc |f(y)| = | f(z+2n7)| =
|f(x)] < M. Ainsi f est bornée sur R.

1.2.2 Par CHASLES, on a :

/a (i+ g(t)dt = /a : g(t)dt + /_ g(t)dt + / " g(t)dt.

D’autre part,

[ st [ gt @

1.3 Lemme de LEBESGUE

Montrons le résultat général suivant : Soit (a,b) € R* tel que a < bet f : [a,b] — C une
fonction continue par morceaux. Alors

A—~+00

b
lim / ft)edt = 0.

La propriété est claire si f = 1, puisque :

b 4 .
/ el’\tdt‘ =|—

Dong, par linéarité et la relation de CHASLES, la propriété est vraie pour toutes les fonc-
tions en escalier sur [a, b].

S_
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Soit maintenant f : [a, b] — C continue par morceaux, alors pour tout ¢ > 0, il existe ¢ en
escalier sur [a, b] tel que

1 = ¢llo <
On a alors, pour tout réel A > 0:

b ' b
/ (f—¢)(t)e’”dt‘ < [ 10 - s0ld < -,

d’autre part, il existe Ay > 0 tel que VA > A\jona:

/ (1)

[t - stenear +

<e.

On obtient ainsi, VA > )\,

/b f(t)emdt‘ <

ce qui preuve que

/j(p(t)e“tdt' < (14 (b—a)e

b
lim / f(t)erdt = 0.

A—+00
b

De méme on a Alim f(t)e™™dt = 0. Donc si f : [a,b] — R est une fonction continue
—+00 Jqu

par morceaux, alors
b b
AETOO/G f(t) cos Atdt = /\Erfoo/a f(t)sin Atdt = 0.
b t
En particulier, lim J,(h) = lim h(t) sin ((Qn + 1)5) dt = 0.

n—00 n—-4o0o a

1.1 Noyau de DIRICHLET

111 V0 € R, -0 € R et D,(—0) = Z k=0 — Ze”e = D, (). Donc D, est 27-
k=—n l=n

périodique.

1.1.2 Par linéarité de l'intégrale, on a :

D)o = 3 / ¢y — / a0 = 21 3)

-n k=—n



