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Simulation DS N°2
Nombres Complexes
Fonctions Usuelles

Vendredi 25 Octobre
Durée : 1 heure 30 mn

Partie | : Nombres Complexes
EXERCICE 1.

1. On considere I'application

c — C
v zv—>z+1
z

a. Déterminer les antécédents de i par @.

b. L’application ¢ est-elle injective ? Justifier.

c. Montrer que @ est surjective.

d. On se donne 6 € R. Déterminer les antécédents de 2 cos 0 par ¢. On précisera le nombre de ces

antécédents suivant les valeurs de 0.

2. On considére un entier n > 2 ainsi que I'application

cC — C
ll)'{ z — "

a. Déterminer les antécédents de 2v/12 — 4i par 1 lorsque n = 3.
b. On revient au cas général (n > 2). L’application 1 est-elle injective ? surjective ? Justifier.

¢. On se donne 8 € R. Déterminer les antécédents de ™ par 1.
3. On pose & = @ o).

a. L’application ¢ est-elle injective ? surjective ? Justifier.

b. On se donne 8 € R. Déterminer les antécédents de 2 cos(n6) par & On en précisera le nombre
suivant les valeurs de 0.

4. On considere I'application
Ny { cC — ¢

z — ¢€f

a. L’application « est-elle injective ? surjective ? Justifier.

b. Déterminer les antécédents de i par p = @ o .
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EXERCICE 2.

n n—I1
2n 2n
Soitn € N*. On pose Sy, = E (—1)k< ) etT, = E (—1)k< >
— 2k 2k + 1

1. Ecrire 1 4 1 sous forme exponentielle.
2. Justifier que Sy, +iT, = (1 +1)*™

3. En déduire des expressions des sommes S;, et T, faisant intervenir les fonctions cos et sin.

EXERCICE 3.

1. On considere I’équation (E) : (1 + iz)> = (1 — iz)° d’inconnue z € C.
6216 -1

T
a. Soit © € R non congru a = modulo 7t. Montrer que —:
2 e2il

97_1_] =1itan®.

b. Déterminer les solutions complexes de (E) al’aide des racines cinquiémes de I'unité. On exprimera
les solutions a I'aide de la fonction tan.
c. Développer (1 + iz)° et (1 — iz)® a l'aide de la formule du bindme de Newton. En déduire les

solutions de (E) sous une autre forme.

T T
d. Déterminer le sens de variation de la fonction tan sur 'intervalle } —53 [ En déduire les valeurs

de tan T et tan 2771
5 5°

) T T s s :
2. On se donne maintenant « € } —5 { et on considére I’équation

(Eo): (141iz)°(1 —itano) = (1 —iz)’(1 + itan )

d’inconnue z € C.

1 +itan ;
a. Montrer que = i,

T —itanax
b. Résoudre I’équation Z° = e*** d’inconnue Z € C.

c. En déduire les solutions de (E4) que 'on exprimera a I'aide de la fonction tan.

Exercice 4. Bonus

2im

1. Onposej =e 3 .

a. Que vaut j3 ?

b. Calculer 1+ j +j2.

c. Soit (a,b,c) € C3. Montrer que
(a+bj+cj?)(a+bi?+cj)=a’?+b?>+c>—ab—bc—ca

d. Ecrire —j et —j2 sous forme exponentielle.

2. On considére trois points A, B et C distincts deux a deux d’affixes respectifs a, b et ¢ dans un repere
orthonormé. On suppose que a” + b% + ¢? = ab + be + ca.

c—a
a. Montrer que 5

Y _
=—j7ou— j.

b. En déduire que le triangle ABC est équilatéral.
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Partie Il : Fonctions Usuelles
Exercice 1 (Questions en vrac) Les questions sont indépendantes.

1. Calculer arcsin(sin %), arctan(tan %), arccos(cos 277”)

2. Donner la dérivée de la fonction f définie par f(z) = th(sin(z?)) (ne pas chercher & simplifier la dérivée
trouvée).

Vi-z2-1

3. Calculer la limite en 0 de _
zsin(z)

4. Calculer la limite en +o00 de (1 - %)I

Exercice 2 (Une équation trigonométrique) Le but de I'exercice est de résoudre I'équation

3
(E): arctanz + arctan(z®) = I

On note f la fonction définie sur R par f(z) = arctanz + arctan(z?).

tana +tanb

———— en précisant pour quelles
1 —tanatanb P ot 4

1. Démontrer la formule d’addition de la tangente : tan(a + b) =

valeurs de de a et b cette formule a un sens.
2. Justifier que [ est dérivable sur R et calculer sa dérivée f’.
3. En déduire que f est une bijection de R sur un intervalle & préciser.

4. En déduire que I'équation (E) possede une unique solution dans R notée o qui est comprise entre 1 et .

z+ 2 L S
= ——, puis résoudre I'équation

5. Démontrer que pour tout réel z ¢ {—1,1},ona —— = :
que p ¢{-11} T

:c—l—x3
4:—1.

11—z
6. En déduire la valeur exacte de .

1 . . ;. , . —1 . -1 ;.
7. On note f~ l'application réciproque de f. Sans déterminer f~", justifier que f™* est dérivable en 7 et

calculer le nombre dérivé (f~1)'(3).
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SoLuTION 1.

1. a. Il s’agit de résoudre I’équation z+ % = 1. Cette équation équivaut 4 z2 —iz+1 = 0. Le discriminant de cette
équation du second degré est —5 = (i1/5)2. Les solutions de cette équation sont donc

i i
0+ V5) et 500 —/5)

b. Comme 1 posséde deux antécédents par @, @ n’est pas injective.

c. Soit Z € C. On considére I'équation f(z) = Z d’inconnue z € C*. Cette équation équivaut a z> —Zz+1 = 0.
Cette équation du second degré admet au moins une solution. Une solution de cette équation ne peut étre
nulle puisque 0 — Z x 0 — 1 = —1 # 0. Ainsi 'équation f(z) = Z posséde donc une solution dans C*,
C’est-a-dire que Z posséde un antécédent par . L’application @ est donc surjective.

d. Lesantécédents de 2 cos 0 par ¢ sont les solutions de I'équation @ (z) = 2 cos 0 qui équivaut a z* —2z cos 0+
1 = 0. Puisque e'® + e 19 = 2cos0 et e!® - 71 = 1, les solutions de cette équation sont e'® et e~ 9.
Il n’y a en fait qu’une solution lorsque le discriminant 4(cos” @ — 1) = —4sin” @ est nul et deux sinon. Or le
discriminant n’est nul que si 6 = 0[7].
Finalement, 2 cos 6 posséde deux antécédents lorsque 6 # 0[], & savoir e ete 9 etun unique antécédent
lorsque 0 = 0[7]. On peut méme préciser que, lorsque 0 = 0[271, cet unique antécédent est e'® = e=19 =1
et que, lorsque 0 = n[271], cet unique antécédent est el —e 10 = _1,

i0

2.  a. Les antécédents de 2v/12 — 41 par \ lorsque n = 3 sont ses racines cubiques. Or 2v/12 —4i = 8e~*¢ donc
les antécédents de 2+/12 — 41 par \ sont 2e 18, 2e et 285"
b. De maniére générale, tout complexe non nul posséde 1 racines n®™¢* donc n antécédents par 1. L’application

1 est donc surjective. Mais, puisque n > 2,1 n’est pas injective.

. 5 . 5 2kT
c. Les antécédents de e'™® emes Je M0, Cest-a-dire el 0T w") pour k € [O,n —1].

par  sont les racines n

3. a. On sait que P et ¢ sont surjectives donc & = ¢ o\ I'est également. Par contre, & = ¢ o1 ne peut-étre
injective car 1 le serait alors également, ce qui n’est pas.

in8 ot e=in0 (éyentuellement confondus

b. D’apreés la question 1.d, les antécédents de 2 cos(n) par ¢ sont e

lorsque n6 = 0[7).
D’aprés la question 2.c, les antécédents de e'™® et e 7€ sont les complexes
oi(0+257) e i(o+57)

et pour ke [o,n—1]

Lorsque n® # 0[r1], '™ et e~ possédent en tout 2n antécédents mais, lorsque n6 = 0[r], '™ et e 110
sont confondus donc leurs antécédents égalements.
Finalement 2 cos(n0) posséde 2n antécédents par & lorsque n® # 0O[7], 4 savoir les complexes

ei(e+ 2k )

n

et e HOFEE) pour ke o,n—1]

Lorsque n0® = 0[r, 2 cos(n6O) ne posséde que n antécédents. On peut préciser que, lorsque n® = 0[27],
ces antécédents sont les racines n®e de I'unité. En effet, ces antécédents sont les solutions de I’équation
&(z) = 1, qui équivaut a (z" —1)? = 0. De méme, lorsque N0 = 7[271], ces antécédents sont les racines n™e
de —1. En effet, ces antécédents sont les solutions de I'équation &(z) = —1, qui équivaut a (z" + 1)% = 0.

4. a. Puisque a(0) = a(2im) = 1, & n’est pas injective. Soit Z € C*. Notons 0 un argument de Z. Alors |Z| > 0
don on peut définir In(|Z|) 4+ i0 qui est un antécédent de Z par «. Ainsi o est surjective.

b. Les antécédents de i par @ sont %(1 +4/5) = @e%{ et %(1 —/5) = @67%{. Les antécédents de
1+2\/§e% et \/3271 e—

irm .
2 par « sont respectivement les complexes

ln<\6+]>+i(ﬂ+2kﬂ> et ln<\6—]>+i(—;+2k7t) pour keZ

2 2 2

Ce sont donc également les antécédents de i par 3 = @ o .
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SOLUTION 2.

1. On aévidemment 1 +1 = ﬁeiTﬂ.

2. D’aprés la formule du bindme,

(1+1)" = Z (i‘)

k=0
n _
- 2k+1 ; 1 . . .
= Z ( ) Z ( 2k 4+ 1) en séparant les termes d’indices pairs et impairs
k=0 k=0
n n—
=Y (5 2“ Z DM car 2% = ()% = (1)
Zk +1
k=0 k=0
=Sn +1iT,

3. Tout d’abord,

(1+i)2“:( Ze%‘)z = net¥

De plus, (1 +1)?™ = S, +iT,, et S, et T, sont réels (et méme entiers) donc ce sont respectivement les parties
réelle et imaginaire de (1 + 1)?™. Finalement,
nm

S, =2"cos (7) et T, = 2" sin (TLZTC)

SoLuUTION 3.

1. a. On utilise la méthode de ’arc-moitié.
0 _ B 2ie%sin 0

- = — = 1itan0
e2i0 1 2e1® cos O vtan

b. Remarquons que —i n’est pas solution de (E) et que pour z # —i, 1 — iz # 0 de sorte que

. 5
(1+i2)° = (1 —iz)® <= (”?"“) —1

1—iz
14i
= tZeus
1—iz
] ik
s Tk e{-2,-1,0,1,2}, 1*“ e
e Fke{-2,-1,0,1,2}, T+iz=e"5 (1 —iz)
2ik7
|
e Fke{-2,-1,01,2) 2= <" carVke{-2,-1,0,1,2), 2" £ 1
ile™s +1)
kmt - .
&— Jke{-2,—-1,0,1,2}, z:tan? d’apres la question 1.a
Les solutions de (E) sont donc les réels — tan 2 5, —tan T, 0, tan T et tan 2 =.

c. Tout d’abord, pour z € C,

(14+iz)° = <(5)) + (?) iz+ (i) (iz)2+ (g) (iz)3+ (i) (iz)*+ (g) (iz)® = 14+5iz2—102%—10iz3452% +iz°

On en déduit que
(1—iz)®> =1 —5iz— 10z + 10iz> 4+ 5z* — iz°

Ainsi

(1+iz)° = (1 —iz)® 10iz — 20iz* 4 2iz° = 0
2(5—10z> +z") =0
z=00uz'—10z22+5=0

z=00uz? =5 V50uzZ =5—2V5

z=0o0uz=1/5 2\/§OUZ=—\/5+2\[50UZ=\/5—2\[50UZ=—\/5—2\@

I 1111
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d. Pour tout x € ] 3
I'intervalle ]—%, Z [ Or

__ sin® x4cos® x __ 1

BTy = % > 0. Ainsi la fonction tan est-elle croissante sur

—E<—2—7t<—z<0<§<2—71<E
2 5 5 5 5 2

et

f\/5+2\/§< f\/5f2\/§< 0< \/5fN§< \/5+2\f5
de sorte qu’en particulier, tan § = /5 — 2V/5 et tan 2?“ = /5425

T+itana 14+18mE cosa+isina '™
- = oo ——— =-—— =
1 —1itan 1+1% cosx —isinx e\«

2ix

. . . . TR . 2i(atkm)
b. 1l s’agit d’un probléme d’extraction de racines cinquiemes. Les solutions sont donc les complexes e~ 5

pour k € {—=2,—1,0,1,2}.

T+iz

y . Lo NETY: . 5 i s s . - .
c. L’équation (E) équivaut & I’équation (142) = e?i* D’aprés la question précédente, les solutions de

(E«) sont les complexes z tels qu’il existe k € {—2,—1,0, 1,2} tel que }fz S Or, pour k €
{—=2,-1,0,1,2}, en posant o}, = %k”
1+ ?z _ o2
1—iz
— _ ezmk -1
27 et 1 1)
— z = tan o d’apres la question 1.a
Les solutions de (E) sont donc les réels tan oy pour k € {—2,0, 1,2}, autrement dit les réels tan (“_52”),

tan (457, tan (%), tan (557 et tan (527

SoLUTION 4.

1. a. Onaévidemment j3 = e?¥™ =1,

b. On reconnait la somme de trois termes consécutifs d’une suite géométrique de raison j # 1. Ainsi

31
1 . -ZZJ
=t

=0
puisque j3 = 1.
c. En développant,
(a+bj+cj?)(a+bji* +¢j) = a® + b%? +¢%® + ab(j +3%) + be(f +3°) + calj +i?)
Orj3 =1etj+j? =—1donc
(a+bj+cj?)(a+bj?+¢j) =a?+b*>+c?—ab—bc—rca

d.
— = _ezgﬂ = eii”ezgﬂ —e 3
4 T
_]2 = —e 3 e e 3 = e%

2. a. D’aprés la question 1.c, (a + bj + ¢j%)(a + bj% + ¢j) = 0. Ainsi @ + bj + ¢jZ2 = 0 ou a + bj? + ¢j = 0.
» Sia+bj+cj? =0,
c—a c+bj+cj?
b—a b+bj+cj2
~c(1+j?) 4 bj
~ b(1+j) +¢j?
—cj + bj

S Tprer IS0

_jlb—=¢)

j b)

:Zgjz
)

car —a = bj + ¢j*

carj® =1
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» Sia+bj2+cj=0,

c—a c+bj+cj?
b—a b+bj+cj?
_c(1+j?) 4 bj

b(1 +3) + cj?

car —a = bj + ¢j2

i+ bj o
= W car 1 +] +] = O
_jlb—¢)
j2(c—b)
1
=——=—j2 carj’ =1
)
b. D’apres la question 1.d, t—¢ = e¥ ou =2 = e~ %, Ainsi
c—a =1 ou encore c—dl =1 ou enfin [b—al=|c—q|
b—a b — al

et

c—a Tt
arg (b — a) = :I:g[zﬂ]

Ces deux conditions s’écrivent également AB = AC et (Kl_?:, K_é) = i%[z’f[]. Le triangle ABC est donc
équilatéral.

Partie | (Corrigé)

Exercice 1 (Questions en vrac) Les questions sont indépendantes.

. L e 27T\ . =27 . 277\ __ 27 . L 277\ _ 3w
1. On trouve | arcsin(sin ") = =7, arctan(tan =) = =, arccos(cos =" ) = <" |.

2. Donner la dérivée de la fonction f définie par f(x) = th(sin(z?)) (ne pas chercher a simplifier la dérivée
trouvée).

On dérive une composée de trois fonctions :

f(z) = (1 — th*(sin(2?))) x cos(z?) x 2z |.

3. Pour z au voisinage de 0, par produit et quotients d’équivalents, on a :

2

Vi—zZ-1 % [

xsin(x) rxz | 2
4. Pour z au voisinage de 400, =2 est au voisinage de 0. On a (1 — 2) = exp(zIn(1 — 2)). Comme
3 -3
zln(l — =)~z x — = =3,
x x

on en déduit que (1 — 2)® tend vers |[e* |.
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Exercice 2 (Une équation trigonométrique) Le but de I'exercice est de résoudre I’équation

3

(E): arctanz + arctan(z?) 1

On note f la fonction définie sur R par f(x) = arctan z + arctan(x?).

1. Soit a et b # 5 mod 7 tels que a +b # 5 mod 7.

sin(a + b) sinacosb +sinbcosa
t b = — =
an(a +9) cos(a +b) cosacosb — sinasinb

sina cosb + sinbcosa

cosacosb(l — tanatanb)
tana + tanb
1 —tanatanbd

2. La fonction arctan est dérivable sur R, donc f est dérivable sur R comme somme et composée de fonctions
dérivables.

1 32 1 312

o _
Pour z € R, on a f'(z) 1+x2+1+x6'

_1+m2+1+(x3)2_

3. On en déduit que f’ > 0 sur R donc [ est strictement croissante sur R et est de plus continue. D’apres
le théoréeme de la bijection, elle est bijective de R sur I'intervalle f(R) =] — 7, 7| (lim, o arctan = Z d’on

2
lim, . f = m, puis f est impaire).

3 3
4. Comme % €] — m, 7| et que f est une bijection de R sur | — 7, 7[, on en déduit que ZW admet un unique

us

antédédent par f que I'on note . On a f(1) = Z < 2% = f(«), donc nécessairement 1 < a et donc

a €)1, 7.
z+ 28 z(1+ 2?%) x o
5. Pour z ¢ {—1,1},0on a T =291+ 22 = 1_952'Am51’
x+x 9 9 1++5
T4 <:>1_x2:—1<:>x:—(1—x)<:>x —rz—1=0&|z= 5 |

6. On a f(a) = 2% d’olt tan (arctan o + arctan(a?®)) = tan 2%

1> ce qui donne a l'aide de la formule d’addition
de la tangente :

a+a3

Toat = &

H
+
S

Mais alors d’apres la question précédente, a = % Mais comme 1_7‘/5 <0Oeta>0,onala=

2
(c’est le nombre d’or).

7. Puisque f est bijective, elle admet une fonction réciproque f~! définie sur | — 7, 7[. Comme arctan 1 = T
ona f(1) = Z et donc f7'(3) = 1. La fonction f est dérivable en 1 avec f'(1) = 4 + 3 = 2 # 0.
Le théoréme de dérivabilité des fonctions réciproques nous assure donc que f~' est dérivable en 5 et

G LI
G =55 = 3
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