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Devoir Surveillé N°2

Corrigé

Partie I Nombres Complexes

Probleme A :

Soit f:C—C:z+— 2(1—2).

1.

L

. sin(4) > 0 lorsque il existe k € Z, & € [0+ 2km; m + 2kn]. Donc | S = [4kT; 21 + k7] pour k € Z |

On résoud donc 2(1 —2) = 2 & 22 =0 donc | S = {0} |.

(on peut écrire S = J [4km; 2w + 4kw] ou S = [0; 2~|[47].)
kEZ

(€)= (1 —e?) = e — 20 = 2 sin(g)e’%. On a donc |f(e)] = 2|sin(%)].

Si sin(4) > 0, c’est a dire ¢ € kUZ[Zlknr; 27 + 4kn), on a arg(f(e?)) = arg(—ie'? ) = —2 4 30 = 30-7[oq]
S

sinon arg(f(e)) = arg(iei%) =35+ % = 30%[2”]

. L’implication (z € U= f(z) € U) est fausse puisque f(1) =0 ¢ U.

. Supposons que |z — 3| < 1 et montrons que |f(z) — 3| < 1. En utilisant I'indication :

@ -H=1-DE -2 - <l - i —d+i=ls— P +i<i+i=]

Probléme B :

. h est définie pour sin(x) # 0 donc sur R\ {0[r]}.
. On a h(—xz) = h(x) donc h est paire.

h(z+m) = Slsrfz;iig) = :Ssiinn((?’xx)) = h(x). h est donc m-périodique.

. Comme £ est paire et 7-périodique, il suffit de I’étudier sur ]0; 7).

(cos(w) +isin(x))? = cos®(z) — 3 cos(x) sin?(z) + i(3 cos?(z) sin(x) — sin®(z)) par la formule du binéme.



6. D’apres la question précédente, I'm((cos(z) +isin(z))?) = (3 cos?(z) sin(z) — sin®(z)) et par la formule de
Moivre, Im((cos(x) + isin(zx))?) = sin(3z).
7. D’apres la question précédente, sin(3z) = 3 cos?(z) sin(x) — sin®(z) donc

% = 3cos?(z) — sin?(z) = 4 cos®(x) — 1. On peut donc poser g(x) = 4 cos?(z) — 1.

8. L’ensemble de définition de g est R.

Probléme C :

L (z+h)*+3(2+h)*+(3—6i)(z+h)+2i = 2°+322h+32h* + h® + 32+ 62h+3h*+ (3—6i) 2+ (3 — 6i)h + 24,
il faut donc prendre h = —1 et on obtient ’équation 2% — 6iz — 1 + 8i = 0.
2.(a) (u+v)*—6i(u+v)—1+8 =U+V + 3u(2i) + 3v(2i) — 6iu — 6iv — 1 + 8 = 0.

(b) On a UV = (uv)? = (2i)3 = —8i donc d’apres les relations coefficients racines, U et V' sont les racines
de 22 — (1 — 8i)Z — 8i = 0.
(c) Remarquons que les racines sont évidentes : 1 et —8i donc U =1 et V = —8i.

par identification, a = 14 2i et b = —3 — 2.
(g) A = (1+2i)>+4(3+2i) =9+ 12i. On cherche alors

> —y?=9 22 =12
ry=6 << 2y=6.Doncd=2vV3+iv3et z = _1_22\/3 + i_2;‘/§ et 29 = _1+22\/g + i_QJQF‘/g.
> +y>=15 y?=3
3. Finalement, les solutions de (E) sont celles de (F) moins 1 donc zy = 2i, x; = _3_22‘/§ + i_2g‘/§’ et

—3+2v3 F—2 3
To = JFQ\[—FZ ;rf

Partie Il: Equations Différentielles

Exercice 1

1. Déterminer une primitive de la fonction x +— x In x. On effectue une intégration par parties.

x2

On obtient que [xInzdx = %11130 - .

2. Déterminer les solutions sur |0, +o0[ de I’équation différentielle
(E): 2y (x)+2y(x) =Inz

On a F(z) = [*2dt = 2Inz, donc e F@) = e72nz — L Cette solution engendre les

solutions de I’équation homogene.

On cherche y, une solution particuliere de (E) sous la forme y,(z) = A(z) x . D’apres le
_ [T 42Int _ [T _ z? 2

cours, AN(z) = ["t*5rdt = [“tIntdt = T Inx — . )

Les solutions de (£) sont donc les fonctions : T 1 Inz — 1 %, A eR.
x

Exercice 2 Déterminer les solutions a valeurs réelles de 1’équation différentielle :

(E)y"(x) +y'(x) +y(x) = 2% + 2+ 1.

1. On commence par déterminer une solution particuliere ¥, sous forme polynomiale. On re-
marque que y, doit étre de degré 2, donc de la forme y,(z) = ax? + bz + c. Ainsi y, solution
de (E) si et seulement si Vo € R, (2a) + (2ax + b) + (ax? + bx + ¢) = 2> + x + 1. Par
identification, on obtient a = 1,2a +b=1et 2a4+b+c =1, ce qui donne b = —1 et ¢ = 0.
Ainsi y,(z) = 2?2 — x.

2. Le polynome caractéristique associée a 1’équation honomgene est X2 + X + 1 qui admet
pour racines complexes j et j, c’est-a-dire % iy? On en déduit que les solutions réelles de
(E) sont les fonctions :

T e? (Acos <\é§x> + Bsin (égx)) +(z* —z), A, BeR



ELBILIASY

Prépas MPS| Problémes Corrigés My Ismail Mamouni

[htfp :// elbilia.sup] [http :// myismail.net]

Exercice 4 (Une équation fonctionnelle) Trouver toutes les fonctions f : R — R déri-
vables telles que :

vz € R, f(z) = /0 £(t) dt.

Si f est solution, la fonction f est dérivable et en partciulier continue, donc d’apres le théoreme
fondamental de l'analyse, la fonction F' : x — [7 f(¢) dt est une primitive de f, on en déduit
que f’ est dérivable et que f” = f. Ainsi f est une combinaison linéaire de x — e” et z +—> e~ % :
il existe des réels A et B tels que pour tout z € R, f(z) = Ae” + Be™*. De plus, en remplacant
x = 0 dans 'équation de départ, on a f’(0) = 0. Comme d’autre part, f'(x) = Ae® — Be ™, on
obtient 0 = A — B, d’'ou A = B. Ainsi f(z) = A(e” + e %) = 2Ach(x).

Réciproquement, on considere f une fonction proportionnelle a ch : f = ach avec a € R.

On a pour tout z € R,
/ F(t)dt = / ach(t) dt = a(sh(z) — sh(0)) = ash(z) = f'(z).
0 0
Conclusion : les solutions sont les fonctions proportionnelles a cosinus hyperbolique.

Exercice 3

Cet exercice a pour objet I’étude d’une équation différentielle linéaire du premier ordre avec notamment plusieurs
problémes de recollement.

1
1. La fonction z m est définie sur R\ {—1,0,1}. Ainsi pour tout réel x ¢ {—1,0,1}, on peut réécrire
x(x? —
I’équation de la fagon suivante :

’ y(z) !

(B) : y/(x)+ 2@ =1 =21

On peut alors effectuer la résolution de cette équation différentielle sur les intervalles :

I :]—OO,—].[, Iy :]—1,0[, 3:]0,1[6t Iy :]]_74_00[

Toute la difficulté de l’exercice sera, dans un second temps, de recoller les solutions ainsi trouvées.
2. En réduisant au méme dénominateur, on a :
g v o al@+1)(z—1)+Bx(r—1)+yx(x+1)

«
;+m+1+:c—1 B z(z+1)(z—-1)

ax? — a+ pr? — Br 4+ yr? + v
x(z? —1)

(a+B+7)2°+ (v —flz —«
x(z? —1)

Puisque l'on veut que cette fraction soit égale a , on obtient, en identifiant, le systéme :

2
z(z? —1)
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a+pB+y=0
y=B8=0
—a=2
On résout sans difficulté ce systéeme pour trouver o« = =2, S =1et v = 1.

Finalement pour tout z € R\ {—1,0,1}, on a :

Une telle écriture s’appelle une décomposition en éléments simples de la fraction . Nous verrons plus

2
x(z?2—1)
tard dans l’année des méthodes plus efficaces pour effectuer ce type de décomposition.

. Notons I 'un des intervalles I, Io, I3 ou 14 et effectuons la résolution de 1’équation homogene sur 1.

D’apres la question précédente, on pose :

2 1+1
r x+1 x-1

La fonction a est continue sur I et une primitive de a sur I est la fonction :

A: I —- R
x — —2In(|z|) + In(|z + 1|) + In(|]z — 1)

Ainsi les solutions de I’équation homogene sur I'intervalle I sont les fonctions :

Yy T )\62ln(|:c|)—ln(|z+1\)—ln(|z—1\)
ou A € R.
En simplifiant, on obtient ’ensemble des solutions de I’équation homogene :

Alz[”

S oil)\eR}
|z + 1||x — 1]

SH:{yA:xH

Quitte a changer A en —\, on peut omettre les valeurs absolues puisque les fonctions mises en jeu ne changent
pas de signe sur I, d’ou :

)\2
SH:{yA:xH%, oil)\eR}
e —1

. Il n’y a pas de solution évidente, on va employer la méthode de la variation de la constante. Tous les calculs qui
suivent sont valables pour tout € I. On cherche une solution particuliere sous la forme :

A(z)?
x?—1

ol A est une fonction dérivable sur I, ainsi yg est également dérivable sur I. On a :

Yo : T —

, N(z)z? 4+ 2X\(2)x) (22 — 1) — 2X(z)2®  N(2)2z?(2? — 1) — 2\ (2)z
yo:mH( (z)z” + ((22)_(1)2 ) —2A(@)z” _ N(z) ((x2_1))2 (z)
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On a pour tout z € I :

~ 2
yo solution de (E) sur I < y,(z) +

@ =12
N 2(.,.2 _
o X@eE—1)
(22 —1)2 22 -1
& N@)a®=1
1
.. 1
Choisissons A : x — —— de telle sorte que :
x
= x
Tx e —
Yo 221

En ajoutant les solutions de I’équation homogene, on obtient I’ensemble des solutions de (E) sur I'intervalle I :

2 —
2 -1

S:{y:x'—>

oﬁ/\eR}

5. (a) L’objet de cette question est I’étude du recollement au point z = 0. On proceéde comme d’habitude par

analyse-synthese.

» Analyse. Supposons avoir trouvé une fonction f définie et dérivable sur | — 1,1 solution de (E) sur
| — 1,1[. En particulier f est solution de (E) sur | — 1,0[ et 0, 1| donc s’écrit de la fagon suivante :
f o ]-1L1 - R
(N2
Az —
% si wel—1,0]
0 si z=0
x —
2 _

La valeur en 0 se trouvant en évaluant en z = 0 'équation (E), les constantes (\, 1) € R? étant & déterminer

afin que f soit dérivable.
e Etude de la continuité :

La fonction f est clairement continue sur | — 1,0[ et ]0, 1[, étudions plus spécifiquement la continuité en 0.

On a:

. A2 —
lim

5 lim
z—0— % —1

=0=f(0) et

uz? —x
e—0t+ x2 —1

= 0= 7(0)

Ainsi quelques soient (X, ;1) € R? la fonction f est continue sur | — 1, 1].

e Etude de la dérivabilité :
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1. L’équation caractéristique s’écrit X2 +b =0, il y a trois cas :

» Si b > 0, 'équation caractéristique possede deux solutions complexes conjuguées : X1 = ivb et Xy = —i\/l;,
dans ce cas ’ensemble des solutions est :

{y:R%R

T ACOS(\/E:L') —|—Bsin(\/51;) , (A,B) € RQ}

» Si b =0, '’équation devient 3y’ = 0 ainsi ’ensemble des solutions est :

y : R — R 9
{ T A:J:—I—B’(A’B)ER}

» Si b < 0, 'équation caractéristique possede deux racines réelles : X7 = vV—b et Xo = —V—b dans ce cas
I’ensemble des solutions est :

{y:]R—> R

2
z s AeVTU 4 BeVbr (A’B)ER}

2. On reprend les solutions trouvées dans les questions précédentes en cherchant les réels A et B tels que

y(0) =y(1) =0.
» Si b > 0, une solution de I’équation 3" 4 by = 0 est définie sur R par y : = — Acos(\/l;x) + Bsin(\/l;x) ol
(A, B) € R?.

{y(O) =0 @{ A =0 { A =0
y(1) = 0 Acos(Vb) 4+ Bsin(vb) = 0 Bsin(vb) = 0

Dans cette question, on cherche des solutions non nulles a cette équation. Comme on a nécessairement A = 0,
il faut que B soit non nul afin d’avoir une solution non nulle a cette équation et dans ce cas sin(\/l;) =0,o0n a:

sin(Vh) =0 Ik eZ, Vb=kr < Ik e Z, b= k*r?

Dans ce cas, on a une solution non nulle définie sur R par y : z — Bsin(knx) ou k € Z* et B € R*.
» Si b= 0 une solution de Péquation 3" + by = 0 est définie sur R par y : z — Az + B ou (4, B) € R%

U Zoelats o=l 20

Dans ce cas seule la fonction nulle vérifie ces conditions.

» Si b < 0 une solution de I’équation y” +by = 0 est définie sur R par y : = AeVh 4 BemVTbT oy (A,B) € R2.
y(O):O(:) A+ B :O@ B :_A(:) B - _A
y(1) = 0 AeVb f Be VTl = AVl —Ae VD = 2Ash(v—-b) = 0

La fonction sh s’annule uniquement en 0, or dans ce cas b # 0 ainsi 2Ash(v/—b) = 0 implique que A = 0 et par
suite B = 0. Toutes les solutions trouvées sont nulles.
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En résumé 'ensemble des réels b tels qu’il existe une solution non nulle a ’équation proposée est :

{(K*n% keZ*}

Ces solutions non nulles sont alors les fonctions :

, (k,B)eZ* XR*}

. Remarquons tout d’abord que la fonction z est dérivable deux fois sur I puisque c’est la somme de 3" qui est

dérivable deux fois sur I car y est dérivable quatre fois sur I et de uy qui est dérivable deux fois sur I.
De plus 2" = (v")" + uwy” = y¥W 4+ uy”. Sur Dintervalle I, on a :

z solution de 2"4vz = 0 < y solution de y™ +uy”+v(y"+uy) = 0 < y solution de y+(utv)y"+uvy = 0 (%)

Nous devons trouver une condition nécessaire et suffisante sur (u,v) € R? telle que y soit solution sur I de
y(4) + 2ay” +y = 0. Cette équation différentielle a les mémes solutions que 1’équation différentielle (%) si et
seulement si les coefficients sont égaux, c’est-a-dire si et seulement si :

{ZU—H} i ia & u et v solutions de X2 —2aX +1=0

Le discriminant de cette équation est A = 4(a2 —1) qui est strictement positif puisque a > 1. Les deux solutions
sont X1 = a+ vVa2—1et Xo =a— vVa?— 1. Les valeurs de u et v recherchées pour que I’équivalence soit

vérifiée sont :
{u,v} ={a+Va®>—-1,a—a?> -1}

Il n’y a pas de moyen de différencier u et v.

(a) On utilise les formules trouvées a la question précédente :
atVa?—1=kr’oukeZ & a-kr*=+Va2—-1oukeZ*
& a2k kMt = —1onk € Z*

s 2ak’r? =1+k*r*ou ke Z*

14 kirt N
= = W ouk€€Z
1 k4 4
u=k>7% ouv = k*x? avec k € Z* si et seulement si a = u
2k272

1+ kit

2k2m2
égaux & k212 avec k € Z*. On suppose que y est une solution de I'équation (E) et on note toujours z la
fonction définie sur I par z = 3" + uy. On a z(0) = y”(0) + uy(0) = 0 et z(1) = y"(1) + uy(1) = 0. Ainsi
la fonction z est solution de :

(b) On suppose que pour tout k € Z*, a # , alors d’apres la question précédente, u et v ne sont pas

{ 2 +vz=0
z2(0)=2(1) =0
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Comme v # k?m? pour tout k € Z*, d’apres la question 2. cela implique que z est la fonction nulle. Or
z = y” + uy donc y vérifie I'équation :
"
{ y +uy =0
y(0) =y(1) =0

Or u # k?m? pour tout k € Z*, toujours d’apres la question 2., cela implique que ¥ est la fonction nulle.

1+ k*nt

Si pour tout k € Z*, a # e

alors la seule solution de (E) est la fonction nulle.

D’apres la question 4.(a), on sait que u = k*7? ou v = k*72, considérons ces deux cas :

» Si v = k*r? alors z est solution de :
2+ vz=0
2(0)=2(1)=0

D’apres I’étude faite a la question 2., cela signifie que la fonction z est définie sur I par z : x — Bsin(knrz)
ou B € R. Il s’agit a présent de trouver les fonctions y qui vérifient :

. 1
' +uy =2z y" + uy = Bsin(kmx) y" + y = Bsin(kmz) (k)
0 =y =0 T Ly =ym=0 7 e
y(0) =y(1) =0
1
Ceci puisque d’apres la question 3., on a uv = 1 ainsi u = ERk
T
Les solutions de ’équation homogene sont les fonctions définies sur I par y : x — «cos <ki) + B sin <ki)
T T

ot (a, B) € R?%. Tl reste & trouver une solution particuliere de 1’équation (sk%), on la cherche sous la forme
Yo : =+ psin(kmz) ot u € R. La fonction yg est dérivable deux fois sur I et y : x — —pk?n? sin(kmz).
Pour tout x € I, on a :

1
vl (z) + uyo(z) = Bsin(krz) < —pkn?sin(knz) + w2k sin(kmzx) = Bsin(knz)

& ( — uk*m 4 p ) sin(kmx) = Bsin(knx)

k272

Or, il existe x € [0, 1] tel que sin(kmrx) # 0, ainsi :

1
2 2 _ 2 2) _
ks = B o (5 — k) = B
=35 (B)
e — ko
1 — kgt 1
On a bien o k*n? = Tw; # 0 puisque 7 ne peut étre égal a T avec keZ*.

Il reste a interpréter ce que 'on vient d’obtenir, B est un réel arbitraire, ainsi quand B décrit R la relation
(A) démontre que p déerit R.
On fait la somme d’une solution particuliere et des solutions de ’équation homogene, les solutions sur [

de (Je %) sont les fonctions : y : & — «acos (k‘i) + [sin (ki) + psin(krz).
T ™
Un calcul rapide montre que les conditions y(0) = y(1) = 0 imposent o = 3 = 0.
1 k‘4 4
En résumé s’il existe k € Z* tel que a = %, les solutions de I’équation (FE') sont :
7r

{y:I—>]R

x +— psin(krz)’ ’LLER}
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» Siv= 722 alors z est solution de :
' +vz=0
2(0)=2(1)=0
D’apres la question 2., z est nécessairement la fonction nulle puisque v = 22 ne peut s’écrire sous la
T
forme k™72 ou k' € Z. En effet si tel était le cas, on aurait 74 = T2 ce qui est absurde car ©* n’est pas
rationnel.

Comme z est la fonction nulle, y est solution de :
{ y// + Uy — O
y(0) =y(1) =0

avec u = k*n? puisque v = et uv = 1. Toujours d’apres la question 2., cela implique que y est la

k2?2
fonction définie sur I par y : z — Bsin(kmx) ou B € R.

On trouve le méme résultat que dans le cas précédent puisque les fonctions solutions de (E) sont :

y : I - R
x +— DBsin(knrz)

,BER}

Probléme : A la découverte de P’arctangente

A-Simplification de Arctan(x) + Arctan(y)

Ce probleme se propose de trouver une simplication d’une somme d’arctangentes. L’ outil principal est la formule :

tan(x +y) = 1 . Les complications proviennent essentiellement des nombreux cas a considérer. Dans un second
—x

temps, deuz applications des formules trouvées sont proposées. Notamment la formule de Machin, du nom de John
Machin un mathématicien anglais du XVIIIiéme siécle, qui permet de calculer des décimales de 7.

1. La fonction f est clairement définie sur R* puisque la fonction Arctan est définie sur R. Elle est dérivable sur
R et R* comme somme et composée de fonctions dérivables sur RY et R* .
Pour tout 2 € R*, on a d’apres la formule de dérivation d’une fonction composée :

1 1 1 1 1
+_

1+ a2 x2 1+:712 1422 2241

f'(@)

f est dérivable sur R et R* et pour tout z € R*, f'(z) =0

Comme la dérivée de f est nulle sur R} et R, cela signifie que f est constante sur | — oo,0[ et sur ]0, +ool.
Ainsi, il suffit de prendre deux valeurs particulieres pour avoir :

Vo €] = 00,0 f(2) = f(~1) = 2Arctan(~1) = =7 et Va €]0,+00[, f(z) = f(1) = 2Arctan(1) = &

On vient de démontrer que :

1 2
Vo € R*, Arctan(x) + Arctan(—) =
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2. (a) i Pourace } - g, g [, cos(a) # 0 et tan(a) est bien défini. On a :

I cos?(a) + sin?(a) _ sin”(a) = an®(a
co(@) ~ cos?(a) =1+ cos2(a) 1+ tan?(a)

T
ii. On va utiliser la relation suivante valable pour tout a € ] —303 { : COSZ(CL>
On a pour tout z € R :
1 1

2
A = =
cos” (Arctan(z)) 1 + tan?(Arctan(z)) 1+ 22 (%)
De plus pour tout = réel, on a : Arctan(x) € } - g, g [, ainsi cos(Arctan(z)) > 0.

Ainsi en prenant la racine carrée de la relation (%), on obtient :

1
V1422

cos(Arctan(x)) =

iii. On a vu au cours du raisonnement précédent que pour tout z € R, on a cos(Arctan(x)) > 0, ainsi on

peut écrire :
sin(Arctan(x))

tan(Arctan(z)) = cos(Arctan(z))

Etant donné que : Vo € R, on a tan(Arctan(z)) = x, on a en utilisant la question précédente :

1 T

sin(Arctan(z)) = tan(Arctan(z)) x cos(Arctan(x)) = = X Nigwr = Ny

On a démontré que :

x

Vx € R, sin(Arctan(z)) = ——
V1+a?

(b) On va utiliser la formule de trigonométrie valable pour tous (a,b) € R? :
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

En utilisant la question 2.(a), on a pour tous (z,y) € R? :

cos(Arctan(x) + Arctan(y)) = cos(Arctan(x)) cos(Arctan(y)) — sin(Arctan(z)) sin(Arctan(y))
_ 1 1 T Y
C VIH22T+2 V142?142
1—2zy

V14221492

On a démontré que :

1—=zy

V1+22y/1+y2

V(z,y) € R?, cos(Arctan(z) + Arctan(y)) =

(k)
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Etant donné que la fonction arc tangente est a valeurs dans | — g, g [, on a pour tous (z,y) € R? :
Arctan(z) + Arctan(y) €] — m, 7[.

Or d’apres ’hypothese de la question, on a zy # 1, ainsi le résultat obtenu a la question précédente montre
que cos(Arctan(z) + Arctan(y)) # 0. Ceci implique que Arctan(z) + Arctan(y) ¢ { - E, E}.

Finalement :

Etant donné que cos(Arctan(z) + Arctan(y)) # 0, la quantité tan(Arctan(z) + Arctan(y)) existe. On a
alors puisque xy # 1 :

tan(Arctan(x)) + tan(Arctan(y))

1 — tan(Arctan(x)) tan(Arctan(y))
T+y
1—xy

tan(Arctan(x) + Arctan(y)) =

En résumé :

r+y
1—=zy

Y(z,y) € R? avec zy # 1, tan(Arctan(z) + Arctan(y)) = (Fe Ak )

On suppose que zy < 1, d’apres la relation (%), on a cos(Arctan(x) 4+ Arctan(y)) > 0. Ainsi, en utilisant

la question 2.(b), il apparait que ’on se trouve dans le cas ou tan(Arctan(z) + Arctan(y)) € } — g, g [
On rappelle que pour tout a € ] — g, g [, Arctan(tan(a)) = a, on prend alors l'arc tangente de la relation

(Fe%k k), on a :

V(z,y) € R? avec zy < 1, Arctan(z) 4+ Arctan(y) = Arctan(lx +y )
—zy

On suppose zy > 1, d’apres la relation (%% ), on a cos(Arctan(z) + Arctan(y)) < 0, ainsi on a :

Arctan(x) + Arctan(y) € } -, —g [ U } g, 7T|:

De plus, on suppose dans cette question que x > 0, ce qui implique Arctan(z) > 0 et par suite

Arctan(z) + Arctan(y) > —g.

On en déduit que Arctan(z) 4+ Arctan(y) € ]g, T [

. . . . T m
Remarquons pour poursuivre le calcul le fait suivant : si a € ]5,7r[, ona:a—mE€ } - 0[ et dans ce
cas :
Arctan(tan(a)) = Arctan(tan(a — 7)) = a — 7.

Fort de ce résultat, appliquons la fonction arc tangente a la relation (% %), ceci donne :

Arctan(tan(Arctan(z) + Arctan(y))) = Arctan( 137 — )

54

Arctan(z) + Arctan(y) — 7 = Arctan( vty )

1—xy
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C’est-a-dire que :

x+y)+ﬂ

V(z,y) € R? avec zy > 1 et 2 > 0, Arctan(z) + Arctan(y) = Arctan(l
Y

(g) On suppose zy > 1, d’apres la relation (%% ), on a cos(Arctan(z) + Arctan(y)) < 0, ainsi on a :
Arctan(x) + Arctan(y) € } —-m,—= [ U } T 7['[

De plus, on suppose dans cette question que x < 0, ce qui implique Arctan(z) < 0 et par suite

Arctan(z) + Arctan(y) < g

On en déduit que Arctan(z) + Arctan(y) € ] —m, —g [

. . . . ™ ™
Remarquons pour poursuivre le calcul le fait suivant : si a € ] —m—y {, ona:a+mE }0, 5[ et dans ce

cas :
Arctan(tan(a)) = Arctan(tan(a 4+ 7)) = a + 7.

Fort de ce résultat, appliquons la fonction arc tangente & la relation (%), ceci donne :

Arctan(tan(Arctan(z) + Arctan(y))) = Arctan(lx - )

=

Arctan(z) + Arctan(y) + 7 = Arctan(lx +y )
Y

C’est-a-dire que :

Y(z,y) € R? avec zy > 1 et x < 0, Arctan(z) + Arctan(y) = Arctan(lx

3. On a traité tous les cas dans les questions précédentes :

Résumons pour (x,y) € R?, on a :

( g si o zy=letax>0
—g si o zy=letax <O
Tty .
Arctan(z) + Arctan(y) = Arctan(l _ xy) sl ay <l
Arctan(x+y)+7r si o zy>letx>0
1—zy
Arctan($+y)—7r si o zy>letx<O
1—zy

1 1 1 1
4. (a) On doit simplifier Arctan(E) + Arctan<g>. On applique I’étude précédente a © = 5 et y = —. Comme

5
1.1 1 (e o . .
— X — = — < 1, on a, en se référant au résumé de la question précédente :

575 25
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1 ) = Arctan(-2)

1 T+
2Arctan<f> = Arctan(ﬁ> = Arctan(
5 I—gxz

ﬁ\ﬁ‘ww

D’ou I'égalité :

2Arctan (%) = Arctan (%)

1 ) 5 b
(b) On a ainsi : 4Arctan(g> = 2Arctan<ﬁ). C’est la méme méthode que précédemment puisque — x — < 1:

12 12
5 Z+5 o 120
2Arctan<—> = Arctan(%) = Arctan(%) = Arctan(—)
12 1-— 5 X 15 111 119

On a démontré que :

4Arctan <1) = Arctan (@)
5 119

1 1 120 1
(¢) On a 4Arctan(g) — Arctan<@> = Arctan(m) + Arctan( — @) d’apres la question précédente. On

utilise toujours les résultats de la question 3., on a 1o X ~339 < 1, ainsi :
120 1 2 L ™
Arctan(—) + Arctan( — —) = Arctan(%) = Arctan(1) = —
119 239 1+ 179 X 339 4

C’est la formule de Machin :

™

1 1
1 4Arctan(5> - Arctan(—)

239

Cette formule fut trouvée par John Machin en 1706, il lutilisa pour calculer 100 décimales du nombre T,
ce qui constituait le record a l’époque. Aujourd’hui, on connait 12000 milliards de décimales de .

B-Approzimation polynomiale de la fonction arc tangente

Cette partie vise a obtenir un polynome qui est "proche” de la fonction Arctan. En seconde année, vous justifierez
[’écriture :

i@ N p2k+1
Vo € [-1,1], Arctan(z) = ) (—1) .
— 2k +1

Ceci va notamment nous permettre d’obtenir un procédé pour calculer des décimales de .

1. Soit ¢ € R et n € N. Supposons dans un premier temps ¢ # —1, on a :

n ek n B k_l_(_q)n—‘rl_l_(_q)n_H
k;zo( D _kzo( V= 1—(—q) 1+4¢q

Ceci en utilisant la formule donnant la somme des termes d’une suite géométrique.
n n
Sig=-1,ona: ) (-DF(-1)F=>"1=n+1.
k=0 k=0

On a démontré :
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n+1 si g=-1
n
k k _
VnEN, kz_:o(_l) q = 17(7q)n+1
1+g¢

2. Pour tout n € N, la fonction 5, est dérivable car c¢’est une fonction polynomiale. Pour tout > 0, on a :

n 2k n (_$2)n+1

, - T - 11—
Su(a) = LMk Dy = DD =

1+ 22

La derniére égalité s’obtenant grace & la question précédente appliquée & g = 22.

On a:

1— (_x2)n+1
14+ 22

VneN, Vo >0, S (r)=

3. (a) Puisque S,(0) =0 et Arctan(0) =0, on a :

VneN, R,(0)=0

(b) Pour tout n € N, la fonction R, est dérivable sur R; comme somme de fonctions dérivables sur Ry et :

2nt2
1 1— (_$2)7z+1 (—:C2)"+1 m si  n impair
1 +x 1 +x 1 + x2n+2
_]__|_72 si n pair
X

Si n est impair : Vo > 0, R, (z) > 0. Si n est pair : Vo > 0, R} (z) < 0. Ce qui permet de connaitre les
variations de R,,.

R,, est croissante si  n impair
Vn € N,
R, est décroissante si n pair

(c) » Soit m un entier naturel impair. On a pour tout = > 0 : R, () > R,(0) = 0 < Arctan(x) > S, (z).
Dans ce cas n + 1 est un entier pair, donc x > 0 : R,y1(x) < Ry41(0) = 0 & Arctan(z) < Sp11(x).

Finalement :

Si n est impair : Vo > 0, S, (z) < Arctan(z) < Sp41(x)

» Soit n un entier naturel pair. On a pour tout z > 0 : R,(x) < R,(0) = 0 & Arctan(xz) < S, (z).
Dans ce cas n + 1 est un entier impair, donc z > 0 : R,41(x) > R,41(0) = 0 < Arctan(x) > Sp41(z).

Finalement :

Sin est pair : Vo > 0, Sp41(z) < Arctan(z) < Sy, (z)



ELBILIASY

Prépas MPS| Problémes Corrigés My Ismail Mamouni

[htfp :// elbilia.sup] [http :// myismail.net}

(d) Remarquons pour commencer que pour tout > 0 :

n+1 i 2k n N p2k+1 1 p2nt3
B _ n
St = Snlw) = 3 (1) 5 = D (D g = ()
k=0 k=0

» Soit n un entier naturel impair et > 0, en retranchant S,(x) a l'inégalité obtenue & la question
précédente, on a :

x2n+3
0 < Arctan(z) — Sp(z) < Spt1(x) — Sp(x) = T3 (A)
» Soit n un entier naturel pair et > 0, en retranchant Sy, (z) & I'inégalité obtenue & la question précédente,
on a:
I2n+3
T3 Spt1(x) — Sp(z) < Arctan(z) — Sp(z) <0 (B)
Ainsi, pour tout entier n € N, les inégalités (A) et (B) donnent :
2203 2243
Ve >0, — < Arct - S,(z) <
120, =g g < Avctan(@) = Sulw) < 5 g
C’est-a-dire :
x2n+3
Vi €N, Vo 20, |Arctan(z) - Sy(e)| <
n e x> rctan(z) — Sp(z)| < o 13
7r ~ (-1)*
4. On utilise I'inégalité précédente avec x = 1, sachant que Arctan(l) = 1 et Sp(1) = o4 1 On A pour tout
k=0

neN:

n _1\k
e
4 k:02k+1 2n + 3

Comme lim =0, on a en passant a la limite :

n—+oo 2n + 3

C’est-a-dire :

5. D’apres ’étude menée a la question précédente, on a :

4

’77—4zn: (_1)k‘<
k:02k:+1 ~—2n+3

On souhaite avoir :

4x10—-3
<100 e d4x100<om+3e 2 70 o
2n + 3 2
4 %105 -3 "L (—1)k 4
Ainsi 1 >~ 2 ‘ _4§: ‘< <1076,
1ms1 lorsque n =~ 2 ,on a |m s 2k—|— 1 ~ 2n+3 ~



