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EXERCICE 1 : Un anneau d’extension quadratique

Soit a I'une des deux racines complexes® du polynome P(z) = 22 + z + 2.
On désigne par Z[a] 'ensemble des nombres complexes défini par

Z[a] = {p+aq; (p,q) € 2%}

1. Montrez que Z[a] est un sous-anneau de C.
2.a. Montrez 2 que a +a = —1l et aa = 2.
b. Montrez que pour tout z € Z[a], z € Z[a].
c. Montrez que pour tout z € Z[a], 2z € N.
3.a. Soit z = p+aq un élément de Z[a|. Montrez que z est inversible dans Z[«| si et seulement
st (p,q) vérifie :
P’ +2¢° —pg=1 (1)
b. Montrez que I’équation (2) est impossible lorsque pg < 0.
c. Montrez que I’équation (2) est impossible lorsque pg > 0.

d. Déduisez des questions précédentes I'ensemble des éléments inversibles de Z[a].

EXERCICE 2 : Nombres de Fibonacci
On considere la suite (F},),en définie par les relations
FO = 0, F1 = 1, et Vn € N*, Fn+1 = Fn + anl

Les F;, sont des nombres entiers naturels appelés nombres de Fibonacci.

1. Montrez que pour tout entier naturel n € N*, F,, . F,,_; — F? = (—1)". Déduisez-en que
F, et F,, 11 sont premiers entre eux.

2. Montrez que pour tout couple (n,p) € Nx N*, F,, = F,F, .1 + F,_1F,. Déduisez-en que
PGCD(F,, F,) = PGCD(F,p, F},)
3. Démontrez finalement,

¥(n,p) € N°, PGCD(F,,F,) = Fpccpmp)

1. il n’est pas nécessaire d’expliciter «
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Exercice 3
Question 1

1. Etudier la convexité de z + 27 sur R, lorsque p est un entier supérieur ou égal & 2.
2. En déduire que pour tout (a,b) € (R™)%, (a+b)P < 2P~ Y(aP + bP).
Question 2
On considere la fonction f définie par f(z) = In(lnz).
1. Déterminer I'ensemble de définition de f et montrer que f y est concave.
2. En déduire :

<x-|-y>

W(z,y) €)1, +0o%, In >y/Inzlny.

Question 3

1. Vérifier que la fonction f : 2+ In(1 +€") est convexe sur R.

1

2. Soient x7,9,...,x,, des réels strictement positifs. Montrer que (H 1+ )n >1+ (H a:k> .

indication : pour k € [1,n], on pourra poser yy = In(zy) et montrer l'inégalité correspondante sur les y

3. Soient ay,as,. .., 0y, bl,bg n des réels strictement positifs. Prouver I'inégalité

([Tecow)' 2 [T+ ()

k=1 k=1

3|

Question 4

1. Montrer que pour tout réel z, les intégrales S(x) fo sin(zt)e " dt et C(z) fo teos(zt)e™" dt existent.
2. A Taide de I'inégalité de T-L, montrer : Ya € R, ¥y € R : |sin(a + y) — sina — ycosal < %

3. Montrer que Vz € R, Yh e R*, Vit € [0,1] - ’Sin((erh)t)e_; sinfat)e™” tcos(:z:t)e‘t2’ < ‘—Z't%‘ﬁ

4. En déduire que pour tout z € R, pour tout h € R* : ]w -C (:c)‘ < ‘—Z' fol 2e~t'dt.

5. Montrer alors que S est une fonction dérivable sur R et expliciter sa dérivée S'.
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P o b | eme 1 Equation de Pell-Fermat

On admet 'irrationalité de \/E et on introduit I’ensemble
72l ={a+ b2, (a,b) € 7]

1. Montrer que Z[\/E] est un sous-anneau de (R, +, X).
(Z[\/E], +, X) est donc un anneau.

2. a. Montrer que pour tout x € Z[\/E] il existe un unique couple (a,b) € Z? tel que x = a + b2

On peut alors définir le conjugué de x par x = a — b\/z.

b. Montrer que pour (x,y) € Z[\/E]Z, XXy =XX).
3. Pourx € Z[\/E], on pose N(x) = xXx.
a. Justifier que pour tout x € Z[\/E], N(x) € Z.
b. Montrer que pour tout (x,y) € (Z[\/E])z, N(xy) = N(x)N(p).

¢. Montrer que x € Z[\/E] est inversible dans 1’anneau (Z[\/E], +, X) si et seulement si [N(x)| =
1.

On note H I’ensemble des éléments inversibles de 1’anneau Z[\/E] On rappelle qu’alors (H, X) est un
groupe. H est notamment stable par produit et par inversion. De plus, d’apres la question précédente,

H={x € Z[V2],IN)| = 1}

4. Soient x € Het (a,b) € Z> tel que x = a + b\/E.

a. Montrer que sia > 0et b > 0, alors x > 1.
b. Montrer que sia < 0etb <0, alors x < —1.
¢. Montrer que si ab < 0, alors |x| < 1.
5. Onnote H* = HN]1, +o0|.
a. Soient x € H et (a,b) € Z? tel que x = a + by/2. Montrer quea>0etb>0.
b. En déduire que u =1 + \/E est le minimum de H*.
6. Soit x € H*.
a. Montrer qu’il existe n € Z tel que u" < x < u*1.

b. Montrer que x = u".

7. En déduire que H = {u",n € Z} u{-u",n € Z}.
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Probléme 2 Théoréme de Fermat de Noél

Le but de ce probleme est d’étudier la question posée et résolue par Pierre de Fermat : ”quels sont les nombres
entiers pouvant s’écrire comme somme de deux carrés d’entiers naturels ?”
Dans tout ce probleme dire que I'entier naturel n est somme de deux carrés d’entiers naturels signifie :

Az, y) € N2, n = 22 +y2

A-Préliminaires

1. Donner une décomposition de chaque entier entre 0 et 18 comme somme de deux carrés d’entiers naturels lorsque
cela vous semble possible.

2. A T’aide d’un tableau de congruences, montrer qu’aucun entier congru a 3 modulo 4 n’est somme de deux carrés
d’entiers naturels.

3. On note P34 'ensemble des nombres premiers congrus a 3 modulo 4. Le but de cette question est de montrer
que P34 est infini. On raisonne par I'absurde en supposant que P34 est fini et s’écrit P34 = {p;, i € [1,n]} ou
n € N*.

(a) Justifier qu'un produit d’'un nombre quelconque d’entiers naturels congrus & 1 modulo 4 est congru a 1
modulo 4.

(b) On pose M = (4ﬂp¢) - 1.
i=1

i. Montrer que M n’est pas premier.
ii. Montrer que M possede au moins un diviseur premier congru a 3 modulo 4.

ili. Conclure.

Remarque : Plus généralement, si a et b sont deux entiers naturels non nuls et si on note Pqp l'ensemble des
nombres premiers congrus a a modulo b alors le théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet affirme
que :

Pap est infini si et seulement si a et b sont premiers entre eux

Ce théoréme est tres difficile a démontrer car la méthode vue pour P34 ne se généralise pas. Ce résultat n’in-
tervient pas dans la suite du probléme.

4. Soit p un nombre premier et a € [1,p — 1], montrer qu’il existe un unique u € [[1,p — 1] tel que au =1 [p].
On notera dans toute la suite cet inverse a !.

5. En reprenant les notations de la question précédente, montrer qu’il existe un unique t € [1,p — 1] tel que
a+t=0[p.
On notera dans toute la suite cet opposé —a.

Remarque : Les deux questions précédentes permettent de justifier que l’ensemble [0, p — 1] muni de l’addition
et de la multiplication modulo p est un corps. On le note usuellement Z/pZ.
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B-Une équation modulaire

Le but de ce paragraphe est de démontrer le lemme suivant :

Lemme 1 : L’équation s> = —1 [p] d’inconnue s possede :

e Deux solutions appartenant a [1,p — 1] lorsque p est premier congru & 1 modulo 4.
e Aucune solution si p est premier congru & 3 modulo 4.

e Une unique solution appartenant a [1,p — 1] si p = 2.

1. Démontrer le cas p = 2.

2. Soit p un nombre premier impair. On considére la relation binaire définie pour tous (z,y) € [1,p — 1]]2 par :

TRyer=youz=-youxr=y ‘oux=—y

Les notations —x et =1 sont celles introduites dans la partie A.
(a) Montrer que R est une relation d’équivalence.
(b) Soit = € [1,p — 1]. Justifier que la classe de = est Cl(z) = {z, —z, 2", —z~1}.
(¢) Donner les classes d’équivalence dans le cas ot p = 11 puis dans le cas ou p = 13.
3. Dans cette question, on cherche a préciser les cas ou certains éléments de la classe de x sont égaux :
(a) Montrer que x = —z est impossible.
(b) Montrer que z = z~! équivaut Az =1ouz =p— 1.
(¢) Montrer que z = —z ! possede 0 ou 2 solutions.
)

(d) En déduire que I'ensemble [[1,p — 1] est partitionné par les classes d’équivalence de la relation R en sous-
ensembles ayant 4 éléments et un ou deux sous-ensembles ayant 2 éléments.

4. En déduire le lemme annoncé.

C-Nombres premiers somme de deux carrés

Le but de ce paragraphe est de démontrer le lemme suivant :

Lemme 2 : Tout nombre premier congru a 1 modulo 4 est somme de deux carrés d’entiers naturels. I

Soit p un nombre premier congru a 1 modulo 4. On note dans ce paragraphe I' = [0, E(y/p)] ou E désigne la
partie entiere.

1. On pose v =Card (I'?). Donner v et montrer que v > p.
2. Soit s € Z fixé.
(a) Montrer qu’il existe deux couples disctincts (z,%) et (z/,y') de T'? tels que z — sy = 2’ — sy’ [p].
(b) On pose T = |z — /| et § = |y — y/|. Montrer que (Z,7) € I'? et que Z = es7 [p] avec € € {—1,1}.
3. En choisissant s de facon & utiliser le lemme 1, montrer que 2 + 3> = p.

4. En déduire les nombres premiers qui sont somme de deux carrés d’entiers naturels.
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D-Entiers somme de deux carrés

Nous allons dans cette partie démontrer le théoréme suitvant qui apporte la réponse au probléme initial.

Théoréme : Un entier naturel n > 2 peut s’écrire comme somme de deux carrés d’entiers naturels si et seulement
si tous les facteurs premiers congrus a 3 modulo 4 dans la décomposition de n en facteurs premiers apparaissent

a une puissance paire.

1. Montrer que si m = z2 + y? et n = t2 + u? avec m,n, x,y,t et u des entiers naturels, alors mn est également

somme de deux carrés. On trouvera cette écriture explicitement grace a une factorisation astucieuse.

2. Montrer que si n € N est somme de deux carrés alors nz? ot z € N est également somme de deux carrés.

3. Montrer que si tous les facteurs premiers congrus a 3 modulo 4 dans la décomposition de n en facteurs premiers
apparaissent a une puissance paire alors n s’écrit comme somme de deux carrés d’entiers naturels.

4. Montrons & présent la réciproque du théoréme. Soit n = 2%+ y? avec n > 2 et (z,y) € N2. Notons p un diviseur

premier de n congru a 3 modulo 4.
(a) Montrer que 'hypotheése = # 0 [p] est contradictoire avec le lemme 1, on pourra utiliser z L.
(b) En déduire que p* divise n.

)
n
(¢c) Montrer que — est également somme de deux carrés d’entiers naturels.
(d) Conclure quant & la réciproque du théoréeme annoncé.

5. Voici une application du théoréme : on note (py)r>1 la liste des nombres premiers impairs donnés dans 'ordre

2
croissant. En considérant My = (sz) + 22, montrer qu'il y a une infinité de nombres premiers congrus & 1
i=1
modulo 4.
6. Montrer qu'un entier congru a 7 modulo 8 ne peut étre la somme de trois carrés d’entiers naturels.

Remarque : Un théoreme di a Lagrange assure que tout entier naturel est somme de 4 carrés d’entiers naturels.

E-Une derniere surprise

B A laide de Python, déterminer le nombre moyen de décompositions d’un entier naturel n comme somme de
deux carrés d’entiers relatifs pour n allant de 0 & 100000. Que peut-on conjecturer? On transmettra par mail les

programmes ayant servis a répondre a cette question.

GOOD LOCK

iy
FOR@OUQA-
‘ Y AM
DO THE BEST g
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Corrige

Soit o 'une des deux racines complexes du polynome P(z) = 22 4+ z + 2.
On désigne par Z[a] 'ensemble des nombres complexes défini par

Z[o] = {p+ag; (p,q) € Z*}

0. remarque préliminaire P est un polynome a coefficients réels de discrimi-
nant strictement négatif. Il admet deux racines complexes conjuguées qui

vérifient
o+ o = —1
a X a = 2
+a+2 = 0

1. Pour montrer que Z[o] est un sous-anneau de C, utilisons la caractérisation
des sous-anneaux :

ml=14+0ac¢€Z

m s0it (21, 22) € Z[a]?. Par construction, il existe des couples (py,q) et
(p2, q2) d’entiers relatifs tels que z; = p; + agy et 2o = pas + age. On a
alors

n—2z = (p+oq)— (p+ag)
= (p1—p2) +alqg — @)
—— ——
4 (4

m soit (21, 22) € Z[a]?. Avec les notations précédentes,

21 Xz = (p1 + Oéfh) X (p2 + 04(12)
= pip2 + & qigs + a(p1ge + P2y
= pip2 — (@ +2)q1q2 + a(p1gz + p2q1)
= (pip2 — 201¢2) + (P12 + P2t — Q1 G2)
€z ez

D’apres la caractérisation des sous-anneaux, Z[a] est uun sous-anneau de

(C,+, x). A
2.a. D’apres la remarque préliminaire (somme et produit des racines) a+a = —1
et o = 2. A

b. Soit z € Z[a]. Par construction, il existe (p,q) € Z* tel que z = p + aq. En
utilisant la remarque préliminaire (ou la question précédente), il vient

zZ = ptaqg=p+aq
= p—(a+l)g=(p—q —a_ q
—— ~—
cZ cZ
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c. Soit z € Z[a]. Avec les notations précédentes, on a

zZ = (p+aq)(p+aq)
= p’+lal*¢® + pg(a + @)
= p*+2¢°—pq

Sous cette forme il apparait clairement que z Z est un entier relatif. Comme
de plus z zZ = |z]|?, ce produit est positif. Ainsi 2z € N. A
3.a. Soit z = p + aq un élément de Z[a].
m Supposons que z € Z[a]* soit inversible. Notons w = z~!. Comme
zw = 11l vient
|2 Jw]* = 1
D’apres la question précédente, |2z|? et |w]? sont des entiers naturels, qui
divisent 1. Ceci entraine que |z|* = |w|*> = 1. En utilisant 'expression
obtenue a la question précédente pour le produit z Z, il s’ensuit :

P’ +2¢°—pg=1

» Réciproquement, supposons que p? + 2¢> — pg = 1. Compte-tenu de
I’expression obtenue a la question précédente pour le produit z z, I’hy-
pothese se traduit par zZ = 1. Par conséquent, z est inversible et son
inverse est son conjugué Z.

Par double-implication on a prouvé que z est inversible dans Z[a] si et
seulement si (p,q) vérifie :

P’ +2¢° —pg=1 (2)

A

b. Soit (p,q) € Z* tel que pg < 0. Montrons par I'absurde que (p, ¢) ne peut
étre solution de (2).
Supposons au contraire que (p,q) vérifie (2). En ce cas, 0 < p? + 2¢°> =
1+ pg. Comme pq est strictement négatif, il en résulte successivement que
0 < p? +2¢* < 1, puis que p = ¢ = 0. Substituons dans (2) pour obtenir
0=1. Absurde!
Ainsi, ’équation (2) est impossible lorsque pg < 0. A

c. Soit (p,q) € Z? tel que pg > 0. Montrons par 'absurde que (p, ¢) ne peut
étre solution de (2).
Supposons au contraire que (p,q) vérifie (2).

P2 —pg=1 = p=2p+¢ +¢ +pg=1
= -9+ =1-p
Comme précédemment, 'encadrement 0 < (p — q)? + ¢> < 1 entraine que
q=0etp=gq,soit p=0et g=0.Substituons dans (2) pour obtenir 0 = 1.

Absurde !
Ainsi, I"équation (2) est impossible lorsque pg > 0. A

d. D’apres les questions précédentes, Z[a]* C {p+aq | pg = 0}. Réciproquement,

» si p =0, I'équation (2) s’écrit 2¢°> = 1 qui est impossible dans Z.

2
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» siq =0, équation (2) est équivalent & p> = 1 qui admet pour solutions
+1 et —1.

Finalement

Zjo)* ={-1,+1}

A
EXERCICE 2
Soit (Fy,)nen la suite définie par les relations Fy = 0, F; = 1, et Vn €
N*, Fpyy = Fy + F, .

1. Montrons par récurrence sur n € N* que F,, 1 F,,_; — F? = (—=1)".
e Initialisation : pourn=1,ona Fb x Fy —F2 =0—-1=—1.

e Hérédité : soit n € N* tel que F,, 1 F,  — F? = (—1)". Utilisons les
relations F, 1 = F, + Fj,_1 et Flyuo = F 1 + F,. 1l vient

Fn+2Fn_F3+1 = [Fn+1+Fn]XFn_[Fn_I'anl]XFnJrl
Fs_Fn—&-an—l
= _[Fn—}—an—l_Frﬂ

Par hypothese de récurrence, il en résulte que F,, o F,—F2 | = (—1)"*1.

e Conclusion : par récurrence, on a montré que
Vn € N*, Fn+1Fn_1 — F’r? = (—1)”

En particulier, en posant pour tout entier n € N*, U, = (—1)"F,_1,
on a obtenu les relations

Vn E N*7 U’rlJran —|— UTLFTLJrl — 1

Le Théoreme de Bezout permet alors de conclure que pour tout entier
naturel n € N*, les nombres de Fibonacci F), et F,,;; sont premiers
entre eux.

2. Notons pour n € N,
P(TL) Vp € N*7 Fner = FpFn+1 + pran

On montre par récurrence sur n que Vn € N, P(n).
e Initialisation : lorsque n = 0, on a bien pour tout entier p € N*
F,=F, x F\ + FyF,_; puisque Fy =0 et F; = 1.

e Hérédité : soit n € N tel que P(n). Considérons un entier p € N*. A
fortiori p+1 est un entier naturel non nul et 'hypothese de récurrence
— qui est en Poccurrence une hypothese de type universel — appliquée
ap-+ 1, donne :

Foinep = Furpry = Fppbo + FLE,
= [E,+ F,\]Fous + EyF,
= FpX[Fn+Fn+1]+Fp—1XFn+1
= FyFo+ Fy 1F
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e Conclusion :par récurrence sur n, on a montré que
*
V(n,p)ENXN, Fn+p:FpFn+l+Fp71Fn

Soit (n,p) € Nx N*. On sait que F,,4, = F,F, 11+ F,_1F, et on montre que

PGCD(F,, F,) = PGCD(F,4,, F,). Pour ce faire, on vérifie, par double-

inclusion que D(F,,, F,) = D(F,4p, F)).

si d divise a la fois F,, et F),, d’apres la relation précédente il divise
aussi F,p, = FpFyp1 + F,_1F,. D’ot 'on tire que d € D(F,4,, F}).

si d divise F, et F,,,. Alors, d’'une part d divise aussi F, 1F,, = Fj,,, —
F,F, 1. D'autre part, d divise F, tandis que F} et F,_; sont premiers
entre eux (d’apres la premiere question), donc d et F,_; sont aussi
premiers entre eux. Finalement, d’apres le théoreme de Gauss on
peut conclure que d doit diviser F;,. Il s’agit donc bien d’un diviseur
commun a F, et F,.

Par double-inclusion, on a bien établi que D(F,,, F,,) = D(F,4,, F,). En par-
ticulier, ces ensembles ont donc méme plus grand élément : PGCD(F,,, F,) =
PGCD(Frip, Fp)

3. Soit (m,n) € N? un couple d’entiers non tous les deux nuls. On suppose
sans perte de généralité que n # 0. Effectuons la division euclidienne de m
par n. On a
m=nqg+r,oun0<r<n—1

En itérant le résultat de la question précédente, on a

PGCD(F,,F,) = PGCD(F,,F.,) == PGCD(Fy, Fyiny)
PGCD(F,, F,,)

Ainsi, pour tout couple d’entiers naturels non nuls, on a
PGCD(F,,, F,) = PGCD(F,, F,),

ol r est le reste de la division euclidienne de m par n.

Finalement, on conclut a 'aide de I'algorithme d’Euclide pour le calcul de
d = PGCD(m,n) :siap = a; > -+ > a, = d > 0 est la suite des restes
non nuls successivement apparus, on a d’apres ce qui précede
PGCD(F,,,F,) = PGCD(F,,Fy,)
PGCD(F,,, F,,)

= PGCD(F,,.0) = Fpacpmn)
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Probleme 1

1. Clairement Z[\/E] CR.

2.

1=1+0/2€Z[V2].

Soit (x, ) € Z[v/2]2. 1l existe donc (a, b, ¢,d) € Z* tel que x = a + b\/2 et y = ¢ + dv/2.
Alorsx—y=(a—c)+(b—dn2et(a—c,b—d) € Z*donc x — y € Z[\/2].

Egalement, xy = (ac + 2bd) + (ad + bc)\/i et (ac + 2bd, ad + bc) € 72 donc xy € Z[\/E].
Ainsi Z[\/E] est donc un sous-anneau de (R, +, X).

a. Soitx € Z[\/E]. L existence d’un couple (a, b) € Z? tel que x = a + b\/E découle simplement de la définition

de Z[\/E] Soit maintenant (¢, d) € Z? tel que

x=a+b\/§=c+d\/§

Onadonc (a—c) = (d— b)\/z Sid # b, \/5 serait rationnel. Ainsi b = d et par suite a = ¢. D’ott "unicité
du couple (a, b).

. Soit (x,y) € Z[\/E]. Il existe donc (a, b,c,d) € Z* tel que x = a + b\/E ety=c+ d\/z. Alors

Xy = (a+bV2)(c+dV2) = ac + 2bd + (ad + be)\2 = ac + 2bd — (ad + bo)v2
§-§=a+b\/§c+d\/§=(a—b\/§)(c—d\/§)=ac+2bc—(ad+bc)\/§

Onadoncbienx-y=%-Y.

a. Soient x € Z[y/2] et (a, b) € Z? tel que x = a + b\/2. Alors N(x) = a® — 2b? € Z.
b. Soit (x,y) € Z[\/E]Z. Alors, en utilisant la question précédente

N(xy) = xyx -y = xyx - y = xXyy = N(Xx)N(y)

. Soit x € Z[\/2].

Supposons x inversible. Il existe donc y € Z[V2] tel que xy = 1. Ainsi N(xy) = N(1) = 1. D’apres la
question précédente, N(xy) = N(x)N(y) d’out N(x)N(y) = 1. Puisque N(x) et N(y) sont entiers, on a donc
N(x) = #1lie. [N(x)| = 1.

Réciproquement soit x € Z[\/E] tel que [N(x)| = 1. Si N(x) = 1, alors xx = 1 donc x est inversible (d’inverse
X). Si N(x) = —1, alors x(—x) = 1 donc X est inversible (d’inverse —X).

. Supposons a > 0 et b > 0. On ne peut avoir (a, b) = (0,0) car 0 ¢ H. Un des deux entiers naturels a et b est

donc non nul. Ainsi a > 1 ou b > 1 et, dans les deux cas, x > 1.

. Supposons a < 0 et b < 0. On ne peut avoir (a, b) = (0,0) car 0 ¢ H. Un des deux entiers a et b est donc non

nul. Ainsi a < —1 ou b < —1 et, dans les deux cas, x < —1.

. Supposons ab < 0. Alors a(—b) > 0. Les deux questions précédentes montrent que |x| > 1. Puisque |[N(x)| =

XX =1, |x] < 1.

. Puisque x > 1, la question précédente montre qu’on ne peut avoir a < 0et b < 0 ni ab < 0. C’est donc que

nécessairement a > O et b > 0.

. u€Htcaru>1etNu) = -1.

Soient x € H* et (a,b) € Z? tel que x = a + b\/E. D’apres la question précédente, a > 1 et b > 1 donc
X > u. Ainsi u est un minorant de H*.
u est donc le minimum de H™.

Inx

. Il suffit de poser n = L—J On a alors
nu

Inx

n<—
Inu

<n+1

ou encore
nln(u) <In(x) < (n+1)Inu

car Inu > 0. Puis par stricte croissance de 1’exponentielle

u” <x< un+1

http://lgarcin.github.io 2
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b. Supposons x # u". Alors
ut < x <yt
puis

1 X
<ﬁ<u

caru > 0. Or Hetu € Hdonc u" € H. On sait également que x € H donc % € H car H est un groupe. Or
u

1” > 1 donc in € H'. Or 1" < u, ce qui contredit la minimalité de u.

u u u

On a donc prouvé que x = u".

7. On sait que u € H donc u" € H pour tout n € Z car H est un groupe. Puisque -1 € H, on a également —u" € H
pour tout 1 € Z. Ainsi
{u'neZyu{-u",nez} cH
Soit maintenant x € H. On sait que 0 ¢ H donc x # 0.

* Six > 1,alors x € H et il existe donc n € Z tel que x = u™ d’aprés la question précédente.
o Six=1,alors x = u’.

, 1 . 1 , -
¢ Si0 < x <1,alors - € H* donc il existe n € Z tel que - = u"ie. x =u™.
X X

* Six <0,alors —x € Het —x > 0, et les cas précédents montrent I'existence d'un n € Z tel que —x = u" i.c.
x=-u".
On a donc prouvé que
Hc{u",ne Zbu{-u"ne 7}
Par double inclusion
H={u"nezZu{-u",nez}

[]
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Probleme 2

Pierre de Fermat est un magistrat francais du XVII iéme siecle, il est surnommé "le prince des amateurs”. On
lui doit de nombreux résultats mathématiques, notamment en arithmétique. Il s’est également intéressé aux sciences
physiques avec le principe de Fermat en optique.

A-Préliminaires
1. On a les décompositions suivantes :
0=02+0%|5=1%2+2% [13=22+3
1=024+12|8=22422 |16=0%+42
2=124+1219=02+3% |17=12+42
4=02+22110=12+3%2|18=32+32

Par contre 3, 6, 7, 11, 12, 14 et 15 ne semblent pas s’écrire comme somme de deux carrés d’entiers naturels.

1l semble difficile, méme avec ces quelques exemples, de trouver une régle générale pour savoir quels sont les
entiers qui s’écrivent comme somme de deux carrés d’entiers naturels.

2. Soit z € N, examinons les valeurs possibles de z et 22 modulo 4. On a :

2

x modulo 4 | x modulo 4
0 0
1 1
2 0
3 1

Ainsi si (z,y) € N2, on a 22 + y? qui peut étre congru & 0, 1 ou 2 modulo 4. Ceci démontre que :

un entier congru a 3 modulo 4 ne peut pas s’écrire comme somme de deux carrés d’entiers naturels I

Ce premier résultat permet d’expliquer que 3, 7, 11 et 15 ne sont pas somme de deux carrés d’entiers naturels.

3. (a) Démontrons le résultat par récurrence sur le nombre de facteurs dans le produit en question. Pour r € N*,
on considere :

,
M, @ Si(ti)1<i<r est une famille d’entiers congrus & 1 modulo 4 alors Hti est congru a 1 modulo 4
i=1
» Sir =1, le résultat est évident.

» On suppose que H, est vraie pour r € N* fixé. Soit (¢;)1<i<r+1 une famille de r + 1 entiers naturels
congrus a 1 modulo 4. En utilisant I’hypothese de récurrence, on a :

T

[[ti=11] ettrn=1[4
=1

Par produit de ces deux congruences, il vient :

r+1 r

Hti = ( ti)trﬂ =1x1[4]
=1 1

1=

Ce qui démontre que H,4+; est vraie et acheve la récurrence.

Un produit d’entiers naturels congrus a 1 modulo 4 est congru a 1 modulo 4'
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(b) i. Remarquons que M est congru a 3 modulo 4 puisque :

M:(4ﬁpi)—150—153[4]

Par I’absurde supposons que M soit un nombre premier. Comme il est congru a 3 modulo 4, c’est I'un
des p; pour un certain i € [1,n]. Ceci est absurde puisque M est clairement strictement supérieur a

chacun des p; ou i € [1,n].
M n’est pas premier I

ii. Le nombre M est impair, il se décompose comme un produit de facteurs premiers impairs. Si tous
les diviseurs premiers qui interviennent dans la décomposition de M sont congrus a 1 modulo 4 alors,
d’apres la question (a), M est également congru & 1 modulo 4, ce qui n’est pas le cas.

M possede un diviseur premier congru a 3 modulo 4'

iii. Le diviseur premier de M congru a 3 modulo 4 trouvé a la question précédente est I'un des (p;)1<i<n,
notons le p;, ou ig € [1,n].
On a:

n
4Hpi, c'est-a-dire p;,|M + 1 et p; | M
i=1

Dig

Ainsi : p;,[(M + 1 — M) ce qui est absurde. L’hypothese selon laquelle P34 contient un nombre fini

d’éléments est fausse et par suite :

4. » Existence. Soit p un nombre premier et a € [1,p—1]. Les entiers a et p sont premiers entre eux, ce qui nous
permet d’appliquer le théoreme de Bézout :

(@, ) € Z2, tels que ati + pv = 1

En prenant cette relation modulo p cela donne au = 1 [p]. Cependant rien ne garantit que u convienne puisque
l'on ne sait pas si u € [1,p — 1]. Pour contourner ce probléme, on consideére le reste de la division euclidienne
de @ par p que 'on note u. On a u = u [p], ainsi au = 1 [p]. D’apres le théoreme de la division euclidienne, on
sait que u € [[0,p — 1], mais u # 0 sinon au = 0 [p]. Finalement v € [1,p — 1] et au =1 [p)].

» Unicité. Soient (u,u’) € [1,p — 1]* tels que au = 1 [p] et av’ = 1 [p]. On a : au = av’ [p], c’est-a-dire
a(u — ') = 0 [p]. Ainsi pla(u — v') mais p est premier avec a, ce qui implique via le théoréme de Gauss que
plu —u'. Cependant :

1<u<p—1letl1<u <p-—1impliqueque —(p—2)<u—u <p-—2

En résumé u — v’ est un multiple de p et u—u’ € [—(p—2),p— 2], nécessairement u —u' = 0, c’est-a-dire u = u’.
Ce qui démontre 'unicité.

Si p est premier : pour tout a € [1,p — 1], a posséde un unique inverse modulo p

5. » Existence. Soit p un nombre premier et a € [1,p — 1]. On va voir que t = p — a répond a la question, en
effet :

t+a=p—a+a=p=0 [p|



1.
2.

ELBILIASY

Prépas MPSI Problemes COI‘I‘igéS Prof. Mamouni

[http ://elbilia.sup} 2020-2021 [http ://myismail.net}

et ¢t € [1,p — 1] puisque :

l<a<p-lel<p-a<p-1

» Unicité. Soient (¢,t') € [1,p—1]? tels que a+t =0 [p] et a+t =0 [p]. Onat+a =t +a [p] ce qui implique
que t =t [p]. Or t et ¢’ sont deux éléments de [1,p — 1] donc t = ¢'. Ce qui démontre 1'unicité.

Si p est premier : pour tout a € [1,p — 1], a possede un unique opposé modulo p

B-Une équation modulaire

Sip=2,ona:[l,p—1]={1} et 1> =1 = —1 [2]. Ce qui démontre le lemme 1 dans le cas ot p = 2.

(a) Observons d’abord que si y € [1,p— 1] alors —y, y ! et —y~! sont définis de facon unique et appartiennent
a [1,p— 1] d’apres les questions 4. et 5. de la partie précédente. Vérifions les propriétés requises pour avoir
une relation d’équivalence.

» Réflexivité. Soit x € [1,p — 1], on a xRz puisque x = z. La relation binaire R est réflexive.
» Symétrie. Soient (x,y) € [1,p — 1], tels que Ry. Il y a 4 cas qui peuvent se présenter :
e Si z = y alors y = x et par suite yRz.
e Si x = —y, en revenant a la définition de 'opposé donnée dans la question 5. de la partie
précédente, on a x +y = 0 [p], c’est-a~dire y + x = 0 [p]. Ce qui démontre que y = —x et par suite yRz.
e Si z =y !, en revenant & la définition de l'inverse donnée dans la question 4. de la partie
précédente, on a zy =1 [p], c’est-a-dire yz = 1 [p]. Ce qui démontre que y = ! et par suite yRz.
eSiz=—y L onaxz+y =0 [p doncy ! = —z. Ceci implique que y x (—z) = 1 [p] ou
encore y = (—z)" ' = —z 1. Ce qui démontre que yRz.
» Transitivité. Soient (z,7,2) € [1,p — 1], on suppose que zRy et yRz. Il y a 16 cas & considérer qui
peuvent étre résumés dans le tableau suivant.

Y=z Yy=—z y:z_l y:_z_l

— — _ _ 1 _ -1
=y =2z r=—-z |x==z2 T=—z
— _ _ _ 1 _ 1
Tr= -y Tr=—z rT=2z Tr=—z r=z
x—yfl z=z"1 |z=—271 =z Tr=—z
a::—yl t=—21] z=2"1 | z=—2 =2z

Dans tous les cas, on a xRz.

R est une relation d’équivalence I

(b) Soit = € [1,p — 1], par définition de la classe d’équivalence de z, on a : Cl(z) = {y € [1,p — 1], 2Ry}. On
a:

TRyS r=youzr=—youzx=y oux=—y '
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()

Ce qui démontre que :

Cl(‘r) = {‘T? —Z, x_lv _'1:_1}

» Pour p=11,0on a:
e CI(1) = {1,-1,171, =171} = {1,10} car :

1+10=0[11] donc —1=10

I1x1=1[11]donc17t=1
~17'=-1=10[11] donc —17* =10

e C1(2) ={2,9,6,5} car :

24+ 9=0[11]

2% 6=1[11]

9x5=1]11]
e CI(3) ={3,8,4,7} car :

34+8=0[11]

3x4=1[11]

8x7=1[11]

Il y a trois classes d’équivalence : {1,10}, {2,9,6,5} et {3,8,4,7} I

» Pour p = 13, avec le méme type de calculs, on trouve :

qu’il y a quatre classes d’équivalence : {1,12}, {2,11,7,6}, {3,10,9,4} et {5,8}

Soit € [1,p— 1], on suppose que x = —z. Par définition de —z cela signifie que x4+ = 0 [p]. C’est-a-dire
que p|2z, or p est impair donc il est premier avec 2, en vertu du théoreme de Gauss ceci entraine que p|z.
Ceci est absurde puisque z € [1,p — 1].

Vo e [1,p— 1], a:;é—acl

Soit z € [1,p — 1], on suppose que z = =~ '. Par définition de 2! cela signifie que 2> = 1 [p]. C’est-a-dire
que plz? — 1 = (x4 1)(z — 1), comme p est premier ceci entraine que p|x + 1 ou plz — 1.

» On az+1 € [2,p] puisque z € [1,p — 1]. Ce qui démontre que si p|x + 1 alors z + 1 = p, c’est-a-dire
r=p-—1.

»On ax—1 € [0,p—2] puisque z € [1,p—1]. Ce qui démontre que si p|z — 1 alors x — 1 = 0, c’est-a-dire
xz=1.

Réciproquement, ona 1 x 1=1[p]et (p—1) x (p—1) =p*> —2p+1 =1 [p], ce qui démontre que si = = 1

ouz=p—1alorsz =2z

Vee[l,p—1),z=a o r=1louz=p—1
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(¢) Soit z € [1,p — 1], on suppose que = —z~ . Par définition de —z ! cela signifie que —2* = 1 [p]. Deux
cas se présentent :
» Soit I’équation n’admet aucune solution appartenant a [1,p — 1].

» Soit ’équation admet une solution z¢ € [1,p — 1], c’est-a-dire que —z3 = 1 [p]. Considérons une solution
z€[l,p—1] de —z> =1 [p]. On a alors :

=gk pler®—2=0p o (x+x0)(z —x0) =0 [p] & p|(x + z0)(x — z0)

Comme p est premier, ceci implique que p|z 4+ xg ou plx — xg. Or = + z¢ € [2,2p — 2], donc si p|z + xg
alors x + xy = p et par suite x = p — xg. D’autre part, x — z9 € [—(p — 2),p — 2], donc si p|x — x¢ alors
x — xg = 0 et par suite z = xg.

Les deux solutions trouvées dans ce cas : xg et p —xg = —x¢ [p] sont bien distinctes car d’apres la question
(a), il n’est pas possible que zy = —xo.

En résumé :

si x € [1,p — 1], alors I"équation = = —2~ ! admet 0 ou 2 solutions

(d) On sait que I'ensemble des classes d’équivalence pour la relation R forme une partition de I’ensemble

[1,p — 1]. Chacune de ces classes d’équivalence possede 4 éléments =, —z, 2~ et —2 7! sauf si certains de

ces éléments sont égaux :

» x = —x est impossible d’apres la question (a).

»r=z2'az=10ouz=p—1, dapres la question (b). Ce qui donne la classe {1,p — 1} qui est réduite
a deux éléments. Les éléments 1 et p — 1 forment bien une classe puisque 1+ (p — 1) =0 [p].

» z = —z ! posséde 0 ou 2 solutions d’apres la question (c). Dans le cas ou il y a deux solutions, nous
obtenons une classe a deux éléments : {z,p — xo}, en reprenant les notations de la question (c). C’est bien
une classe d’équivalence car —xg = x5 L puisque z¢ = —Tg L

» Les autres cas d’égalité entre éléments de la classe de x se rameénent a ces quatre cas-la puisque :

—x:x_1<:>x:—x_1, —r=—-z'tor=zter = tor=—z

Cette étude démontre bien le résultat annoncé.

4. D’apres le résultat de la question 3.(d), 'ensemble [1, p— 1] est I'union des classes d’équivalence pour la relation
R. Comme les classes sont disjointes, on a en gardant les mémes notations que précédemment :

—1=4x k + 2 + éventuellement la classe {zg,p — x
p R , \ , { 0, P 0}
nombre de classes a 4 éléments la classe {1,p—1}

» Si p est congru a 1 modulo 4, alors I’écriture précédente montre que la classe optionnelle {zg,p — x¢} doit
apparaitre sinon p = 4k + 3. Or x¢ vérifie x% = —1 [p] et nous avons vu que cette équation a alors exactement
2 solutions, l'autre étant p — zg. Ce qui démontre le lemme dans le cas ou p = 1 [4].

» Si p est congru & 3 modulo 4, alors la classe {zg,p — xo} n’apparait pas sinon p = 4k + 5 = 1 [4]. D’apres
la question 3.(c), cela signifie que I"équation x = —z7! n’a pas de solution. Cette équation étant équivalente &
2% = —1 [p] cela démontre le lemme dans le cas ot p = 3 [4].

Comme le cas p = 2 du lemme a été démontré a la question 1., on a achevé la démonstration de ce lemme 1.
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C-Nombres premiers somme de deux carrés

1. On a Card(T") = E(,/p) + 1. On rappelle que T'? est ’ensemble des couples dont les deux coordonnées sont dans
I'. Nous avons E(,/p) + 1 choix pour la premiere coordonnée et E(,/p) + 1 choix pour la seconde coordonnée, ce

2
qui nous donne (E(\/I?) + 1) choix au total.

2.

v = Card(I'?) = (E(\/f)) + 1)2

D’autre part, d’apres les propriétés usuelles de la partie entiere, on a : \/p < E(y/p) + 1. Ce qui démontre que :

(a)

Y>Pp
Soit s € Z. L’idée de la question est qu’il y a strictement plus de p couples dans I'> mais qu'il y a p classes

de congruence modulo p, ce qui explique 1’égalité proposée. Pour le démontrer, on considere ’application :

¢ :+ I'? = [o,p—1]
(z,y) = x—syp|

L’application ¢ n’est pas injective puisque le nombre d’éléments de ’ensemble de départ est strictement
plus grand que le nombre d’éléments de ’ensemble d’arrivée, ce qui implique que deux éléments ont la
méme image. Il existe (z,y) € T? et (2/,y') € T? avec (z,y) # (2/,y') tels que :

r—sy=a — sy [p]'

On sait que z et ' appartiennent a [0, E(\/p)], on a :
0<z<E(/p) et —E(vp) <—2'<0
En sommant ces deux inégalités, on obtient :
“E(B) <z~ o' <E(/p)

Ce qui implique que T = |z — 2| < E(y/p) et par suite Z € [0,E(y/p)]. De méme 3 € [0,E(\/p)]. Ce qui
démontre que (Z,7) € I'%

Enfin d’aprés la question précédente, nous avons z — sy = 2’ — sy [p] ce qui équivaut a x — 2" = s(y—y') [p].
On prend la valeur absolue :

|z —2'| = +sly — /| [p] & T =esy [p] avec € € {—1,1}

sy [p] avec € € {—1,1}

3. Dans cette partie, on a supposé que p est un nombre premier congru & 1 modulo 4. D’apres le lemme 1, il est
possible de choisir s € [1,p — 1] tel que s> = —1 [p]. Ainsi en élevant la relation de la question précédente au
carré, il vient :

72 = $°° [p] SP24+72=0 [p] @p\ﬁf2 + 7

Or z € T, cest-a-dire que : 0 <7 < E(/p) et par suite 0 < 2 < E(\/]B)2 D’autre part E(,/p) < y/p puisque p
est un nombre premier donc il ne peut étre égal a un carré. Finalement :

0<72<p
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De méme 0 < 7% < p et en sommant les deux inégalités précédentes, il vient : 0 < 22 + 7% < 2p. Enfin 22 et 3?
ne sont pas tous les deux nuls puisque (z,y) # (z’,9'), ce qui nous donne :

0<Z2+72<2p

Comme p|Z? + 72, on a nécessairement p = 2% 4 3°.

Si p est un nombre premier congru a 1 modulo 4 alors p est la somme de deux carrés I

. C’est un simple bilan des questions précédentes :

» Ona:2=12+12 donc 2 est la somme de deux carrés d’entiers naturels.

» Si p est un nombre premier congru a 1 modulo 4 alors p est la somme de deux carrés d’entiers naturels d’apres
la question précédente.

» Si p est un nombre premier congru a 3 modulo 4 alors p n’est pas la somme de deux carrés d’entiers naturels
d’apres la question 2. de la partie A.

Un nombre premier p est somme de deux carrés d’entiers naturels si et seulement si p =2 ou p =1 [4]

D-Entiers somme de deux carrés
. On vérifie que :
mn = (22 + ) (2 + u?) = %% + 22u® + 22 + y*u® = (2t + yu)? + (zu — yt)?

Il est clair que xt + yu € N par contre xu — yt est un entier relatif mais quitte a remplacer ru — yt par son
opposé on se ramene a la décomposition souhaitée. Finalement :

mn = (zt + yu)? + (|zu — yt|)?

. Soit n un entier naturel qui est somme de deux carrés d’entiers naturels, c’est-a-dire qu’il existe (z,y) € N? tels
quen=2z>+9? Ona:
nz? = (2% +9%)2% = (z2)? + (y2)*

nz? est la somme de deux carrés d’entiers naturels.

. On a vu que 0 et 1 sont sommes de deux carrés. Soit n > 2, on peut décomposer n en facteurs premiers en
distinguant ceux congrus a 1 modulo 4 et ceux congrus & 3 modulo 4 :

de ()« (M)

N—— ————

nombres premiers congrus a 1 modulo 4 pnombres premiers congrus & 3 modulo 4

avec (k,7,5) € N (ay)1<i<r € N" et (B)1<j<s € N° sont des entiers pairs d’aprés Phypothese faite dans la
question.

On sait que 2 est somme de deux carrés et que pour tout i € [1,r], p; est somme de deux carrés. Or d’apres
la question 1., un produit d’entiers qui sont sommes de deux carrés est une somme de deux carrés, par une
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récurrence immédiate, on démontre qu’un produit quelconque d’entiers qui sont sommes de deux carrés est une

T
somme de deux carrés. Ainsi 2 x (H pf”) est une somme de deux carrés. D’autre part, on a :

i=1

(I157) - (114

D’apres la question précédente, comme n est le produit d’un entier qui est somme de deux carrés et d’un carré
alors n est une somme de deux carrés.

(a)

Si pour tout nombre premier p congru a 3 modulo 4, v,(n) est pair alors n est somme de deux carrés

Comme p|n, on a 2+ =0 [p]. Si 'on suppose que x Z 0 [p], on sait que x possede un inverse modulo
p, d’apres la question 4. de la partie A, notons cet inverse w. En multipliant la relation 22 + y? = 0 [p] par
2 . . .
u”, il vient :
W+l =0 pl e 1+u?y? =0 [p] & (uy)® = -1 [p]

Cette derniere relation est absurde, d’apres le lemme 1, puisque p = 3 [4] par hypothese.

z =0 [p]

Par le méme raisonnement qu’a la question précédente, on a également y = 0 [p]. On a donc :
plz et ply ce qui implique p?|x? et p?|y? et par suite p?|z? + 3>

2|TL

p

n N 2 2
On an = z? +y? donc — = (—) + (g) . Nous avons vu dans la question 4.(a) que p divise z et p divise
p p p
x
1y, c’est-a~dire que — et Y sont des entiers naturels.
p p

n 7’ 9 .
— est une somme de deux carrés d’entiers naturels
p

On vient de démontrer que si p est un diviseur premier de n congru & 3 modulo 4 alors p? divise n. Il y a
deux cas a considérer :

. .. n PU . . . .
» Si p ne divise pas — alors p apparait a la puissance 2 dans la décomposition en facteurs premiers de n.
p

. .. . N . L L n . ,
» Si p divise n, on peut appliquer a nouveau le raisonnement précédent a — qui est également une somme
p

n
de deux carrés d’entiers naturels d’apres la question 4.(c). Ainsi p2]—2 donc p*|n.
b

On poursuit le raisonnement précédent ce qui démontre que p apparait a une puissance paire dans la
décomposition en facteurs premiers de n.

Si p =3 [4] et p|n alors vp(n) est pair
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k k
2
5. On a H p; qui est un nombre impair donc il est congru a 1 ou 3 modulo 4. Dans les deux cas (le> =1 [4]
i=1 i=1
et par suite M} = 1 [4]. L’entier M}, est impair et supérieur a 2 donc il possede un facteur premier impair p. Le

k
nombre premier p n’est pas I'un des p; ou ¢ € [1, k] car sinon p|Mj et p| ( H pi)2, ce qui implique en faisant la
différence que p|4. Ceci est absurde car p est impair. =
On en déduit que tous les facteurs premiers de My sont supérieurs a pg. D’autre part My ne possede pas de
facteur premier congru a 3 modulo 4, en effet si tel était le cas d’apres la question 4.(a), on aurait ce facteur
premier qui diviserait 2; ce qui est absurde.
Finalement, pour tout entier naturel k, M} possede un facteur premier congru a 1 modulo 4 supérieur a py.

Nous savons qu’il y a une infinité de nombres premiers donc klim pr = +00. Cette étude démontre qu’il y a
—+00

des nombres premiers congrus a 1 modulo 4 aussi grands que 1’on veut.

Il y a une infinité de nombres premiers congrus a 3 modulo 4.

6. Soit x un entier naturel, on examine les différents cas modulo 8 :

2 modulo 8 | 22 modulo 8

0

N O UL W N
— R = O =R =O

Si z, y et z sont trois entiers naturels, en examinant les différentes possibilités, on voit que I'on ne peut pas
avoir 22 +y* + 2> =7 [8].

Un entier congru a 7 modulo 8 ne peut pas étre une somme de trois carrés d’entiers naturels I
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E-Une derniere surprise

from math import *

def estcarre(n):
"""renvoie 1 si n est un carré d'entier, 0 sinon"”
val = 0
for i in range(int(sqrt(n)) + 2):
1f 1 ** 2 == n:
val = 1
return(val)

def nbdecomp(n):
'""calcul le nombre de décomposition de n"
nb =0
for i in range(int(sqgrt(n)) + 2):
ifn -1 *x 2 >= 0
nb = nb + estcarre(n - i ** 2)
return(nb)

"

def total(N):
return(l / ( N + 1 ) * sum(nbdecomp(i) for i in range( N + 1)))
#0n lance 4*total(100000) pour trouver :

#3.1546084539154613

Dans ce programme, on a cherché les décompositions en tant que somme de deux carrés d’entiers naturels et on
a multiplié par 4 pour avoir le nombre total, en négligeant les cas ou 0 intervient dans la décomposition.

On peut démontrer que ce nombre moyen de décompositions tend vers .



