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Exercice 1

Dans cet exercice, on considére des suites réelles (uy, )nen et (Un )nen définies par la donnée du couple (ug, vg) € R

et les relations de récurrence :
Ups] = Uy + 20
mel, { v =t + 2y

Up4+1 = Up + Uy,

0.1 Premiére méthode de calcul des termes des suites (i, ),cn et (vy )nen

| f) et P = (? ‘f) de Mo(R).

0.1.1 Calculer le polyndme caractéristique de la matrice A et en déduire ses valeurs propres.

0.1.2 Justifier que la matrice A est diagonalisable dans ./ (R).

0.1.3 Justifier que la matrice P est inversible et calculer le produit matriciel D = P~ AP.

0.1.4 Montrer que pour tout n € N, A" = PD"P~, puis en déduire les expressions des coefficients de la matrice
A" en fonction de n € N.

0.1.5 Vérifier que pour tout n € N, Untl) _ g ().
Un+1 Up

On consideére les matrice A = (

Un,

0.1.6 Montrer que pour tout n € N, ( ) =A" (1)0), puis en déduire les expressions de uy, et vy, en fonction de
0

Un
Uy, Vo et n € N.

0.2 Deuxieme méthode de calcul des termes des suites (u, ),cy et (v, )nen
0.2.1 Montrer que pour tout n € N, tp 42 = 2up41 4 Up €t Vs = 20541 + Uy,

0.2.2 Montrer que I'ensemble F' = { (Zn)nen € RN; YneN, zp =22p01 + 20 } est un sous-espace vectoriel de

I'espace vectoriel sur R des suites réelles, puis en donner la dimension et une base.
0.2.3 En déduire, pour tout n € N, les expressions de u,, et v, en fonction de n, ug et vy.
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Exercice 2

1.1 Une inégalité utile
Soit ¢ : [0, 1] = R une fonction de classe % telle que ¢" < 0 et ¢(0) = (1) = 0.
t

1.1.1 Montrer que, pour tout ¢ € [0,1], p(t) = t'(0) + / (t = 8)¢"(s)ds.
0

1
1.1.2 En déduire que ¢'(0) = —/ (1-5)¢"(s)ds.
0
1
1.1.3 Montrer que, pour tout (s,t) € [0, 1] o(t) = —/ (min(s, ) — st)y"(s)ds.
0

) : Lo
1.1.4 Montrer que, pour tout (s,t) € [0,1]%, 0 < min(s, t) — st < ~, puis en déduire que

4
/0 Al 1
el <o < A
4
1.2
1 o
1.2.1 Montrer que la fonction ¢ - ——— est intégrable sur I'intervalle [2, +-o0] et calculer / —dt.
tln“t 9 tln“t

Exercice 3

00 oo
On pose Iy = / e~ “dx et pour tout entier naturel non nul n, I,, = / e dr.
0 0

1. a) Montrer que Iy est une intégrale convergente et que Iy = 1.
b) Justifier que pour tout entier naturel n, z"e™* = o <2> quand z tend vers +00.
T

¢) En déduire que pour tout entier naturel n, I, est une intégrale convergente.

2. En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout réel positif A,
A A
/ e e = A" e 4 (n + 1)/ e"e " dr
0 0

3. Montrer que pour tout entier naturel n, I+ = (n+ 1)1,.

4. En déduire que pour tout entier naturel n, I,, = nl.
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Probleme

On note M3(R) I'espace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre 3. Soit E un R-espace vectoriel et
B = (e1, ez, e3) une base de E. Pour tout réel a, on considére 'endomorphisme f, de I'espace vectoriel
E dont la matrice dans la base B est donnée par,

1+a 2 —2a
M, = -1 a-2 2
0 0 1

On rappelle que le polynéme caractéristique de la matrice de M, est donné par s, = det(X I3 — M,),
I3 est la matrice unité de M3(R).

Partie 1
Calcul des puissances de la matrice M,

1. a) Vérifier que le polynome caractéristique de M, est xpr, = (X — 1)(X —a+1)(X — a).
b) En déduire le déterminant de M,.

¢) Déterminer pour quelles valeurs de a la matrice M, est inversible.

2. a) Déterminer les valeurs propres de fi.

b) Déterminer suivant les valeurs de a, la multiplicité de chaque valeur propre de f,.

el =2e; + e3
3. Posons B’ = (¢}, €, e5) la famille de vecteurs de E définie par ¢ e, =e; — e

eh = —2e1 + e

a) Vérifier que B’ est une base de E.
b) Vérifier que €], €} et €5 sont des vecteurs propres de f,.

c) Prouver que la matrice M, est diagonalisable.

)
)
)
d) Déterminer la matrice P de passage de la base B a la base 5.
e) Donner une matrice diagonale D, vérifiant M, = PD,P~!.

)

f) Dans le cas ott M, est inversible, déterminer I’expression de M ! sous la forme d’un tableau.

Partie 2
Commutant de la matrice M,

Pour toute matrice A de M3(R), on note C(A) = {N € M3(R) | AN = NA} le commutant de A.
1. Montrer que C(A) est un sous espace vectoriel de M3(R).
2. Montrer que si N € C(A) et N inversible, alors N1 € C(A).
3. Soit N une matrice de M3(R).

a) Montrer que N € C(M,) si, et seulement si, P"'NP € C(D,).

b) En déduire que les sous espaces vectoriels C(M,) et C(D,) ont méme dimension.
4. On suppose que a & {1,2}.

a) Déterminer C(D,).

b) En déduire C(M,) et préciser sa dimension.

5. Déterminer C(D;), C(D2) et préciser les dimensions de C(M;) et C(Ma).
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Corrigé

Exercice 1 (CNC 2022)

0.1 Premiére méthode de calcul des termes des suites (uy,),en et (U )nen
0.1 xa(X) = X2 — tr(A)X +det A = X% — 2X — 1, d'ott Sp(A) = { 1-V2,1+V2 }
0.1.2 Le polynome caractéristique de A est scindé dans R a racines simples, donc A est diagonalisable

dans .Z5(R).

1 (1 V2
0.1.3 det P = 2v/2 # 0, donc P est inversible et P~} = —— ( ) On vérifie facilement que
7 2v2 \-1 V2 d
_ 1+v2 0
D =P AP = .
( 0 1- \/i)

0.1.4 Par récurrence sur n € N, on obtient A” = PD"P~!, d’ow:

o [ U B vy - vay]

V2 lagvay—-vay]  LEVRIEUCVER

0.1.5 On pose X,, = (un> Il est clair que, pour tout n € N, X,,1; = AX,, puis par récurrence

Un
X, =A"Xy
0.1.6 Puisque <Z” = A" <ZO), alors la premiére ligne donne la valeur de u,, et la deuxieme ligne
n 0

donne la valeur de v,,, on trouve:

L+V2"+(1-v2)" V2
2 w5 |

(1+v2)" — (1 - v2)"] v

VneN, u, =

et

V2

Vn € N, vn:4[(1+\f2)n_(1_\/§)n]uO+(1+\/§)n+<1_\/§)n

2

V0.



0.2 Deuxiéme méthode de calcul des termes des suites (uy, ),en et (U )neN

0.2.1

0.2.2

0.2.3

Soitn € N, on a:

Upt2 = Upt1+ 2Up41
Un+1 + 2up + 20y,

Upt1 + 2Up + Ung1 — Un
= 2Upy1 tup

De méme, on trouve Vn € N, v 12 = 2041 + Un.
F contient la suite de terme général nul et stable par toute combinaison linéaire, donc F' est un
sous-espace vectoriel de RY.
Considérons I’application

©: F -  R2

(Tn)nen = (20, %0)

Cette application est un isomorphisme d’espaces vectoriels, en effet, il est clair que @ est linéaire,
de plus pour chaque (a, b) € R?, il existe une seule suite (z,,),en de F vérifiant 29 = a et z; = b.
En particulier, ' est un sous-espace vectoriel de dimension finie et dim F' = dim R? = 2. Il suffit
alors de connaitre une famille libre de deux suites de F, I'espace F' est alors engendré par cette
famille libre.
L’idée est alors de rechercher des suites géométriques vérifiant la récurrence de F'. C’est-a-dire
chercher des scalaires r tels que la suite (7"),en € F. Ceci est équivaut a résoudre 1’équation du
second degré 2 —2r—1=0. Soientr; = 1 + V2 et rg =1— /2 les deux racines distinctes.
Les suites (r]")nen et (75 )nen sont dans F' et forment une base de F:

F = Vect ((r1)nen, (75 )nen) -

D’apres ce qui précéde, il existe des réels A1, A2, A3, A4 tels que, pour tout entier n, on a:
Uy = A1 (14 V2)" 4+ Ag(1 —V2)"

et
v = A3(1+V2)" 4+ M (1 — V2)"

avec

{A1+)\2=U0 et{>\3+)\4zvo

A1T1 + Agro = U A3 + Aqro = 1

Le premier systéme donne A1 + Ay = ug et \ﬁ()\l — X)) = up —ug = up + 2vg — ug = 2vyp,
donc on peut exprimer A; et Ay en fonction de ug et vg et par conséquent u,, peut étre exprimé en
fonction de n, ug et v9. Méme chose pour la suite (v, )pen.



Exercice 2 (CNC 2022)

1.1 Une inégalité utile

1.1.1

La fonction ¢ de classe €2 sur [0, 1], donc on peut lui appliquer la formule de Taylor avec reste
intégrale sur I'intervalle [0,¢] ou ¢ € [0, 1]. On a:

t t
w®=ﬂ®+W@+A@—$W@®=W@+A@—$W@®

1.1.2 1l suffit de remplacer ¢ par 1 dans la formule précédente.
1.1.3 Appliquons la relation de Chasles:

1.2
1.2.1

1 t 1
/0 (min(s,t) — st)p" (t)ds = /0 (min(s,t) — st)g (t)ds+/t (min(s,t) — st)¢" (t)ds

t 1
= / (s — st)”" (t)ds + / (t — st)” (t)ds.
Or 0 t

b[@—mdwm8= ﬂ_ﬂﬁkwwm8
— (1-1) ([ssﬂ’(S)]é - /Ot QD/(S)dS)

= (1—1t) [t (t) — o(t)]

et
/tl(t —st)¢"(t)ds = t/tl(l —5)¢"(s)ds
= (la- 9wl + [ o)
Dot = [~ -0t (1) + p(8)] -
A?mMawwdesz (1= 1) [t (8) — (1)) — t [~(1 = )t (1) + o (2)]
= —p().
Pour s € [0, 1] fixé, on pose A(t) = min(s, ) — st. On a:

I =s)t si0<t<s
h(t)_{ s(I—t) sis<t<l1

Cette fonction h est positive sur [0, 1], croit sur [0, s] et décroit sur [s, 1], donc 0 < h(t) < h(s) =
s — s°. La fonction s — s — s? admet un maximum en 3 qui égal a T D’ou :
2 . 1
V(s,t) € [0,1]%, 0 < min(s,t) — st < T

L’inégalité de la question 1.1.3 montre que ¢(¢t) > 0 pour tout ¢t € [0,1]. Ainsi, par inégalité
triangulaire des intégrales:

est continue sur [2, +oo], de plus, pour > 2, on a:

/”dt__ 111
o tln®’t  |Int|, 2 Inz

Cette quantité admet une limite finie quand « tend vers +o00, donc l'intégrale / 1
2 n

La fonction [ : ¢t —
/ tin%t

oo qt
2¢

con-

1
verge et sa valeur vaut ——.
& In2



Exercice 2 (CNC 2021)

1.

. Soit A un réel positif. Les fonctions x — x

(a) La fonction z — e~ % est continue sur [0, +o0[. De plus, pour A > 0:

A
—x _ [, A _ 1 _ —A
Jo e “dx —[ e ]0 1—e - 1,

on en déduit que | Iy est une intégrale convergente‘ et que .

(b) Soit n € N. On sait que 22 2"~ * = "2~ ——— 0 par croissances comparées, d’olt
x—+00

1
e ™ = ol —=||.
Tr— 400 332

1
(c¢) Soit n € N. D’apres le résultat de la question 1.b), z"e™* = ° (2>, de plus la fonction
T—+00 €T

1 to ]
T —— — est continue et positive sur |0, +-c0[. Sachant que f — dx est convergente (intégrale de
i 1 x

Riemann avec exposant 2 > 1), un théoreme de comparaison sur les intégrales impropres assure que

‘In est une intégrale convergente‘.

"+l et £ —— —e™ sont de classe C! sur l'intervalle [0, A]. La

formule d’intégration par parties s’écrit:

A A A
J "o dx = [—a:”“e*x]o + (n+ 1)J z"e " dx.
0 0

Par suite

A A
J 2" le % dr = —A" e A 4 (n + 1)J e dx|. (1)
0 0

Soit n un entier naturel. On sait que —A"*tle=4 . 0 par croissances comparées. D’apres le résultat
— 400

trouvé en 1.(c), en faisant donc tendre A vers +co dans la relation (1), on obtient que

(Lo = (n+ D .

. Montrons par récurrence que I, = n! pour tout n € N. La propriété est évidemment vraie pour n = 0

puisque Iy = 1 = 0!. Supposons que la propriété est vraie pour un certain n € N: I, = n!. Alors
Iny1=(n+ 1)l =(n+1)n!=(n+1).

D’apres le principe de récurrence, on déduit que

\VneN, I, =nl].




Probléme (CNC 2021)

Calcul des puissances de la matrice M,

X—(1+a) —2 2a
XM, = 1 X—(a—2) -2
0 0 X -1
X—(a—1) -2 2a
=|-X+(a—-1) X—-(a—2) -2 Cp — C1—Cq
0 0 X -1
X—(a—1) =2 2a
= 0 X—a —-2+42a Lo — Lo+ 14
0 0 X-1
=X —(a-D))X -a)(X -1)

puisque le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure est le produit de ses coefficients diago-
naux.

(b) On sait que xaz, (0) = —det (M,) donc ‘det (M,) = —a(a—1) ‘

(¢) M, est inversible ssi det (M,) # 0 donc M, est inversible ssi ‘a #0eta#1 ‘

)
)
) Les valeurs propres de f, sont exactement les racines de xy, ou de x, & savoir: 1, a, a — 1.
)

b) Sia e R\{1,2}, les trois valeurs propres 1, a, a—1 sont distinctes deux-a-deux, elles sont donc toutes
simples. Si a = 1, f, admet deux valeurs propres: 1 double et 0 simple. Si a = 2, f, admet deux
valeurs propres: 1 double et 2 simple.

2 1 =2
(a) det B" =10 —1 1 |= —1 apres avoir développé ce déterminant par rapport a sa troisieme ligne.
1 0 0
Par suite B’ est une base de E.
2 1 -2
(b) On a mat (e))=10], mBat (eh)=1|-11. méit (eh)y=11 et méitfa = M,.
1 0 0
Par un calcul matriciel, on a:
2 2
e M, [0|=[0]donc f, () =€].
1 1
1 a—1
e My, | —1]=|—-a+1]|donc f,(e) = (a—1)éh.
0 0
-2 —2a
e M, 1 |=1| a |donc f,(es) = aek.
0

0
Par suite €], €} et ef sont des vecteurs propres de f, associés respectivement aux valeurs propres 1,
a—1eta.



(¢) B’ est une base de E formée par des vecteurs propres de f,, donc f, est diagonalisable et par suite

‘Ma est diagonalisable |.

(d) La matrice de passage de la base B & la base B’ est la matrice dont les colonnes sont formées par les

2 1 =2
coordonnées des vecteurs €], €, et e5 dans la base B. Ainsi [P =matB’' = [0 —1 1
1 0 0

(e) D’apres les formules de changement de bases pour les endomorphismes, on a:
mat f, = P | mat P_l,
gt o = P (gt 1,

ou encore M, = PD,P~! ou D, = Hllgz;mt fa- D’apres 3.(b), on déduit que

)

1
Dy,=10 a-1
0

=2
SHl=N=

(f) On suppose que M, est inversible donc d’apres 3.(b), a # 0 et a # 1. Dans ce cas, M, ' = PD 1P~}

1 0 0
1 0o 1 1
avec D;1 = |0 u_1 0 |. De plus, det P = —1 d’apres 1.(b) et comP = | 0 2 1 |
1 -1 -2 —
0 0 1 1 -2 =2
a
1 0 0 1
La formule P~! = ¢ (com P) montre alors que P~' = | =1 —2 2 |. Par un calcul matriciel,
det P 1 1 9

on obtient:

a—2 -2 2(a®—2a+2)
M71l=——__1| 1 a+1 -2
0 0 1

Commutant de la matrice M,

1. e la matrice nulle 0 commute avec toutes les matrices de M3(R) donc 0 € C(A).
e Soient N, M € C(A) et Ae R, alors AN = NA et AM = MA et l'on a:

AN + M) = MAN + AM = ANA+ MA = (AN + M)A.

Par suite ‘C (A) est un sous-espace vectoriel de M3(R) ‘

2. Soit N € M3(R) inversible telle que AN = NA, alors en multipliant & droite et & gauche par N~!, on
a: NTTANN=! = N"INAN~! et donc N~1A = AN"!ainsi [ N~ e C(A) .




3.

4.

5.

(a) Soit N € M3(R). On a:

NM, = M,N < NPD,P~'=PD,P™'N d’apres 3.(e) de la partie 1 .
« P 'NPD,P'P=P'PD,PINP
< (P"'NP)D, =D, (P"'NP).

Par suite |NeC(M,) < P 'NPeC(D,)|.

M3R) — M3(R)

N — P7INP
Il est clair que ¢ est un endomorphisme de M3(R) bijectif puisque pour toute matrice M € M3(R),
I'équation P~'NP = M, d’inconne N € M3(R), admet une unique solution dans M3(R), & savoir
N = PM P!, ¢’est donc un automorphisme de M3(R) (appelé automorphisme intérieur de M3(R)).
De plus, ¢ (C(M,)) = C(D,) d’apres le résultat de 3.(a), par suite

(b) Considérons l'application ¢:

‘C(Ma) et C(D,) ont la méme dimension |.

(a) Soit N = (niJ)lgiJgg € Mg(R) Alors

NecC(D,) « ND, = D,N

7”L1’1 nl,g 77,1’3 1 0 0 1 0 0 n171 nLQ n173
— ng21 MN22 N23 0 a—1 0]= 0 a—1 O Nn21 MN22 N23
ng1 n32 N33 0 0 a 0 0 a ng1 MN32 N33
ni1 (a—1)nig anig ni1 n1,9 n13
— na.1 (a - 1)11272 anzs | = (a — 1)71271 (a — 1)%2,2 (a — 1)?2273
n31 (a—1)nsos anggs ans anss anss

— V(i,j)e[1,3], i#j=mn;;=0 puisque a—1#1, a—1#a et a#1.

Ainsi, en notant D3(R) le sous-espace vectoriel de M3(R) formé par les matrices diagonales, on

déduit que | C(D,) = D3(R)|.
(b) En utilisant les résultats de 3.(a) et 4.(a), on obtient que

NeC(M,) « IDeD3(R): P'NP=D «= IDeD3(R): N = PDP .

Par suite C(M,) = {PDP~'| D e Dy(R) | et |dim C(M,) = dim D3(R) = 3.

Notons par € = (E;;);; ;<3 la base canonique de M3(R), en utilisant le résultat obtenu en 4.(a), on a
ni, 00 nig

esia= 1, N e C(Ml) = N12 =MN21 =N23 =N32 = 0 < N = 0 ng 2 0
n31 0  nz3

)

par suite C(M;) = vect ((Em-)1$z<3 ;E13;E31) |.
ny1 ni2 0
esia= 2, N e C(MQ) << MN1,3 =N31 =MN23 =N3,2 = 0 < N = n21 N22 0 s
0 0 71373
par suite C(My) = vect ((Ei,i)1<i<3 ;s B o; E271> .

Notons que les familles qui engendrent C(M;) et C(M2) sont des sous-familles de la base canonique &, elles
forment donc deux bases de C(M;) et C(Mz) respectivement. Par suite ’ dim C(M;) = dim C(M3) =5 ‘




