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Séries Numeériques

Equivalent de Stirling

—+00
Q19. Soit x € R. Montrer que f r'e7'dt converge si, et seulement si, x > 0.
0

Pour tout x > 0, on note :

I'(x) = f Fle7'dr.
0

Q20. Montrer que pour tout x > 0, I'(x + 1) = xI'(x). En déduire que pour tout n € N* :

I'n)=(m-1)!.
.. i +00 _t2 , \/;
Q21. On admet que l'intégrale e”' dr converge et qu’elle vaut —.
0
1 2n)!
Montrer que pourtoutn e N: T'|n+ = | = (2n) \r.
2] 22!
k+3
Q22. Pour tout k € N* on note p, = Ink — f Int dr. Montrer que pour tout n € N* :
-}
n—% n—1
InT(n) = f Inzdi+ > py
3 k=1

On remarquera que pour n = 1, par convention, la somme des p, est nulle.



Q23.

Q24.

Q25.

Q26.

Q27.

Q28.

Q29.

Montrer que pour tout k € N* :
3 3 2
2 t
pk:f (21nk—1n(k+t)—ln(k—t))dt:f —ln(l—ﬁ)dt.
0 0

En déduire que Zpk converge.
keN*

Montrer qu'il existe ¢ € R tel que, lorsque n — +oo :
1
InT'(n) = (n - E)lnn —n+c+o(l).

En déduire que lorsque n — +oo :

1
I'(n) ~en""2e™.

t n
Pour tout x > 0 et tout n € N*, on admet que 7+ ! (1 - Z) est intégrable sur 10, n] et

on note : .
t n
Fn(x):f tx_l(l——) dr.
0 n

Montrer que pour tout x > 0 et tout n € N* :
1
[,(x) = nf (1 - u)'"du.
0

Montrer que pour tout n € N* :

nn!
x(x+1...(x+n)’

Vx>0, TI,(x) =

1site€]0,nl,

On définit la fonction 1,9,,; sur R, en posant 1,y,,(¢) = { )
0 sinon.

e t\ - N
En remarquant que I',(x) = f Ly ,p(0) 7 (1 - —) ds, utiliser le théoreme de conver-
0 n

gence dominée pour montrer que pour tout x > 0 :
Admise TI,(x) — T'(x).
n—+oo

En déduire que pour tout x > 0 :

n*n!

r& = lim D e

I'(x+n)
—>
I'(n)n* n—+e
En déduire que ¢ = V2r ou ¢ est défini a la question Q25.

Montrer que pour tout x > 0,

On pourra faire appel aux résultats des questions Q19 et Q20.



Q.19 Pour tout = € R, lapplication f, : t — t* le”

Q20.

Q21.

Corrige

t

est continue sur Uintervalle |0, +o0o[; les seuls
problémes d’intégrabilité sont en 0 et en +oc.

e Au voisinage de 0, 0 < f.(t) ~t*"! donc, d’aprés les intégrales de Riemann et les théorémes
de comparaison sur les fonctions positives, f, est intégrable sur |0, 1] si et seulement si  1—x < 1,
soit x> 0.

e Au voisinage de +o0,  f.(t) = o(1/t?) par croissances comparées et, pour des raisons ana-
logues, f, est donc intégrable sur [1, +ool.

e Finalement f, est intégrable sur R, si et seulement si z > 0.

+oo
/ e 't*" 1 dt converge si et seulement si x > 0.
0

Soient x>0. et (u:t—1t") et (v:t— —e ).
Les fonctions u et v sont de classe € sur ]0, +oo] et uv posséde des limites finies (et nulles) en 0 et en

+00. Donc par théoréme d’intégration par parties, /
10,400[

Lo =l
Uuv = [(uv — u v.
10,+00] 0 10,+00]

Or dans / uv"  on reconnait I'(x 4+ 1) qui est donc une intégrale convergente, et on a alors :
10,+00]

uv et / v'v  sont de méme
10,400

nature et en cas de convergence

400
I(z+1) = [t gﬁﬂo +/ wt* et dt = ol (z).
0

Ainsi V2 >0, I'(x+1)=2al(x).

Un calcul direct donne :

r(1) =[-e"],~ =1

La formule précédente donne alors par récurrence

VneN, T'(n)=(n-1)!

1
Pour n €N, on pose un:F<n+—>.

2
1 2 1 2 2)(2 1
Ona wuy=T <§> et, VneN, u, 1= n2+ Uy = ( nz:(n>—(|— 711)—1— )un Ainsi,
n—1
. B (2k +2)(2k + 1) B (2n)!
Vn € N, un—<l£[0 (h+1) ug—4nn!u0

ce qui est également vrai pour n = 0.
Or, le changement de variable ¢ =u® donne :

+0o0 “+oo )
Uy = / 1207t dt = 2/ e du = /7.
0 0

7



On en déduit

~ (2n)!
-~ 22np)

V.

Vn €N, F(n+1):(2—n>;ﬁ

2 4nn

Q22. Remarquons que puisque la fonction In est continue sur [1/2, +00[, les p; sont bien définis pour tout
k dans N*.
Soit  n > 2. La relation de Chasles et les propriétés du logarithme fournissent :

n—1 n—1 n—1/2 n—1/2
> pr=In (Hk) —/ lntdtzln(n—l)!—/ Int dt.
k=1 k=1

1/2 1/2

La convention citée par I’énoncé dit que ce résultat reste valable pour n = 1; donc par Q20. :

n—1/2 n—1

Int dt+ Y  pr
k=1

VneN, Inl'(n) :/
1

/2

Q23. Fixons k dans N*.  Le changement de variable wuw=1t¢—k fournit :

kt1/2 1/2 0 1/2
/ Int dt = / In(u+ k) du = / In(u+ k) du + / In(u + k) du.
k = 0

—1/2 1/2 —-1/2

0

1/2
Puis en posant w = —u, ona / In(u+ k) du = / In(k — w) dw.  Finalement :
0

—-1/2

1/2 1/2
pkzlnk—/ In(t + k) dt—/ In(k —t) dt
0 0

— /1/2 (2Ink —In(t + k) — In(k —t)) dt

1/2 L2 1/2 k2 — 42
— 1 — ) dt= —1] — ) dt
/o “<<k+t><k—t>) / “( 2 )
1/2 12
et pk:/ —ln(l—ﬁ) dt.
0

Q24. Par croissance de la fonction (z — —In (1 — x)), on obtient :

1/2 1 1 1 1
0< pp < “In(1—- ") dt=—-—In(1--—") ~—.
P /0 " ( 4k2> 2 n( 4k2) 8k2

Les théorémes de comparaison sur les séries permettent de conclure que |la série E Pl converge.
kEN*

Q25. La fonction In admet pour primitive (t — tInt¢ — ¢). Donc, pour n € N* :

n—1/2 1 1 In?2
Intdt=[tlnt—t"."*=(n-2=)1 o) —n+—24+1
/1/2 n [tln J1i/2 n—g)ln{n-g n+ -+

1 1 1 In2
= — =1 — =1 1—— ) - — + 1.
(n 2) nn + (n 2) n( 2n) n + 5 +



1 1 n ) 1 1 1
Or (n — 5) In (1 — %) n;jroo 5 donc ngrfoo (n — 5) In (1 — %) =5 Donc :

n1/2 1 In2 1
/1/2 lntdt:(n—ﬁ)lnn—n+n7+§—|—o(1).

n—1
D’aprés Q24., il existe un réel ¢ tel que Zpk =/{+o(1) donc, d’aprés Q22. :
k=1

2

JeeR/ InT(n) = (n—l) Inn —n +c+o(1).

On en déduit que
1
['(n) = exp ((n — 5) Inn—n+c+ o(l)) =n" 3 e ¢ (),

Comme lim ¢ =1, on obtient bien
n—+00

—

['(n) ~ e“n""2e ™
+o00

n t n
Q26. Pour >0 et neN', ondéfinit T,(x) :/ ot (1 - —> dt.
0

n

En utilisant le changement de variable uw = —, on obtient :
n

1
L,(z) = n“”/ w1 —u)" du.
0

T

n® n!

Q27. Montrons par récurrence sur n € N* 'assertion J, suivante: |V >0, I')(z)= .
z(x+1)...(x+n)

e Initialisation :

! w o utt ]! 11 1° 1!
r = Tl —wu) du= | — — =|-- =
Va>0, I'i(x) /o u T (1 —u) du [ ] (m x+1) PP

Cela prouve que .77 est vraie.

e Hérédité : supposons 7, vraie a un rang fixé n et montrons que 7,1 est vraie.
1

Prenons # > 0. Ona Dyy(z) = (n+ 1)x/ (1 - u)™ du,

0
On procéde & une intégration par parties a 'aide de
vz €]0,1], a(u) = (1—-uw)""", o@w)=—-n+D1-w)", Bu)=u"" Bu)=—.

Comme x>0, lima(u)f(u)=0 et «a(1)f(1)=0, donc

u—0

(n+ )™ T +1)
T nx+1

Tha(x) = (n + 1)96/O (n+1)(1 — u)"%ﬂc du —

~(n+ 1)t n!

S x (x+D(zx+2)...(x+1+n)
B (n+1)* (n+1)!
Ca(r+D(@+2). (vt 1)




Ainsi J7, 11 est vraie.

e On a bien montré le résultat par récurrence.

Q28. Désignons par  (f,)n>1 la suite de fonctions définies sur ]0, 4+o00| par :

Fult) = (“%)nt“l it €0,

0 si t>n.

+oo
Pour z>0 fixt,ona: Vn>1 TI,(z)= fa(t)dt.

0
Vérifions les hypothéses du théoréme de convergence dominée :

e Les fonctions f, sont continues (par morceaux) sur l'intervalle d’intégration R

e Convergence simple de  (f,)nen- :
Onfixe ¢>0. Alors dngeN* /Vn>mny, 0<t<n.

Ainsi  f,(f) = exp (nln (1 — %)) t"1 = exp (n (—% +o (%))) 1 = exp (—t 4+ o(1)) t*7!

et donc lirf fo(t) = e t*71. La suite de fonctions  (f,)nen+ converge donc simplement
n—-+0oo

vers la fonction  f:t+—— e " ¢*7', continue sur RY.

e Domination : Par concavité de In, on a  Vu > —1, In(l + u) < u, et par croissance de
I’exponentielle :

Vtelo,n], 0< folt) <t*} orin(1-1) < it

et I'inégalité reste vraie pour ¢ >n. Donc
Vit €)0,+oo, 0< fu(t) <t" et = f(t)
et f est intégrable sur R™™ puisque I'(z) existe.

Le théoréeme de convergence dominée s’applique et donne

n—-+4o0o

+oo
lim T, (z) = / et dt = T(x).
0

La question Q27. fournit :

n® n!
Vx>0, T = [ .
v>0 D)= M i)

Q29. Fixons x> 0. Une récurrence utilisant le résultat de Q20. montre que :
VneN, T'(z+n)=@@+n—-1)(z+n—-2)...(x+ 1)zl'(z)

Donc

I(x+n) _ z(z+1)...(x+n)(x) N z(x+1)...(x+n)'(x)
['(n) n® (x+mn) (n—1)'n" notoo n! n®

On déduit alors de Q28. que

I I
g Letn) o Tle+n)

~ 1.
n—+oo ['(n) n® ['(n) n® n—+oo

10



1 1 2n)!
Avec 1z = 5 on obtient T <§ + n) ~T'(n) v/n. Puis Q21. fournit 2(2 n)' VT ~T(n) Vn.
" n!

Mais d’aprés Q20., (2n)! =T(2n+1) et nl=nl(n). Donc T'(2n+1)v7 ~nl?*(n)/n2*".
On utilise ensuite Q25. sur I'(2n + 1) et ['*(n) et on arrive &

n — 2n
o (2n+1p V2e 1\/%N<2n+1) 1 o

‘ (2n)2" 2n

2 1 2n
Or lim <n—|— ) =e¢ donc

n——+00 2n



