
Équivalent de Stirling

Q19. Soit x ∈ R. Montrer que
∫ +∞

0
tx−1e−tdt converge si, et seulement si, x > 0.

Pour tout x > 0, on note :
Γ(x) =

∫ +∞

0
tx−1e−tdt .

Q20. Montrer que pour tout x > 0, Γ(x + 1) = xΓ(x). En déduire que pour tout n ∈ N∗ :

Γ(n) = (n − 1)! .

Q21. On admet que l’intégrale
∫ +∞

0
e−t2dt converge et qu’elle vaut

√
π

2
.

Montrer que pour tout n ∈ N : Γ
(
n +

1
2

)
=

(2n)!
22nn!

√
π.

Q22. Pour tout k ∈ N∗ on note ρk = ln k −
∫ k+ 1

2

k− 1
2

ln t dt. Montrer que pour tout n ∈ N∗ :

ln Γ(n) =
∫ n− 1

2

1
2

ln t dt +
n−1∑
k=1

ρk .

On remarquera que pour n = 1, par convention, la somme des ρk est nulle.
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Q12. Quelle est la situation concrète décrite par l’événement Z =
∪
n∈N∗
{Vn = 0}?

Q13. Quelle est la loi du nombre Nn de clients qui sont arrivés dans la file d’attente dans
l’intervalle de temps ⟦1, n⟧?

Q14. Pour tout (n, k) ∈ N2, calculer P(V1 = k|S = n).
En déduire que V1 suit une loi de Poisson dont on précisera le paramètre.

Q15. On note zn = P(Vn = 0). Montrer que (zn)n∈N converge et que P(Z) = lim
n→+∞

zn.

Q16. Justifier que pour tout ( j, n) ∈ N2, P(Vn+1 = 0|V1 = j) = P(Vn = 0) j. On distinguera le cas
j = 0.

Q17. Montrer que pour tout n ∈ N∗, zn+1 = exp(λp(zn − 1)).

Q18. Déterminer, suivant les valeurs de λp, la limite de la suite (zn)n∈N∗. Interpréter.

EXERCICE

Équivalent de Stirling

Q19. Soit x ∈ R. Montrer que
∫ +∞

0
tx−1e−tdt converge si, et seulement si, x > 0.

Pour tout x > 0, on note :
Γ(x) =

∫ +∞

0
tx−1e−tdt .

Q20. Montrer que pour tout x > 0, Γ(x + 1) = xΓ(x). En déduire que pour tout n ∈ N∗ :

Γ(n) = (n − 1)! .

Q21. On admet que l’intégrale
∫ +∞

0
e−t2dt converge et qu’elle vaut

√
π

2
.

Montrer que pour tout n ∈ N : Γ
(
n +

1
2

)
=

(2n)!
22nn!

√
π.

Q22. Pour tout k ∈ N∗ on note ρk = ln k −
∫ k+ 1

2

k− 1
2

ln t dt. Montrer que pour tout n ∈ N∗ :

ln Γ(n) =
∫ n− 1

2

1
2

ln t dt +
n−1∑
k=1

ρk .

On remarquera que pour n = 1, par convention, la somme des ρk est nulle.
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Q23. Montrer que pour tout k ∈ N∗ :

ρk =

∫ 1
2

0
(2 ln k − ln(k + t) − ln(k − t))dt =

∫ 1
2

0
− ln
(
1 − t2

k2

)
dt .

Q24. En déduire que
∑
k∈N∗
ρk converge.

Q25. Montrer qu’il existe c ∈ R tel que, lorsque n→ +∞ :

ln Γ(n) =
(
n − 1

2

)
ln n − n + c + o(1) .

En déduire que lorsque n→ +∞ :

Γ(n) ∼ ecnn− 1
2 e−n .

Q26. Pour tout x > 0 et tout n ∈ N∗, on admet que t �→ tx−1
(
1 − t

n

)n
est intégrable sur ]0, n] et

on note :
Γn(x) =

∫ n

0
tx−1
(
1 − t

n

)n
dt .

Montrer que pour tout x > 0 et tout n ∈ N∗ :

Γn(x) = nx
∫ 1

0
ux−1(1 − u)ndu .

Q27. Montrer que pour tout n ∈ N∗ :

∀x > 0, Γn(x) =
nxn!

x(x + 1) . . . (x + n)
.

Q28. On définit la fonction 1]0,n[ sur R+ en posant 1]0,n[(t) =


1 si t ∈]0, n[,
0 sinon.

En remarquant que Γn(x) =
∫ +∞

0
1]0,n[(t) tx−1

(
1 − t

n

)n
dt, utiliser le théorème de conver-

gence dominée pour montrer que pour tout x > 0 :

Γn(x) −→
n→+∞

Γ(x).

En déduire que pour tout x > 0 :

Γ(x) = lim
n→+∞

nxn!
x(x + 1) . . . (x + n)

.

Q29. Montrer que pour tout x > 0, Γ(x + n)
Γ(n)nx −→

n→+∞
1.

En déduire que ec =
√

2π où c est défini à la question Q25.
On pourra faire appel aux résultats des questions Q19 et Q20.

Admise



Q.19 Pour tout x ∈ R, l'application fx : t 7−→ tx−1e−t est continue sur l'intervalle ]0,+∞[; les seuls
problèmes d'intégrabilité sont en 0 et en +∞.

• Au voisinage de 0, 0 6 fx(t) ∼ tx−1 donc, d'après les intégrales de Riemann et les théorèmes
de comparaison sur les fonctions positives, fx est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si 1−x < 1,
soit x > 0.

• Au voisinage de +∞, fx(t) = o(1/t2) par croissances comparées et, pour des raisons ana-
logues, fx est donc intégrable sur [1,+∞[.

• Finalement fx est intégrable sur R∗+ si et seulement si x > 0.

∫ +∞

0

e−ttx−1 dt converge si et seulement si x > 0.

Q20. Soient x > 0. et (u : t 7−→ tx) et (v : t 7−→ −e−t).
Les fonctions u et v sont de classe C 1 sur ]0,+∞[ et uv possède des limites �nies (et nulles) en 0 et en

+∞. Donc par théorème d'intégration par parties,
∫
]0,+∞[

u v′ et
∫
]0,+∞[

u′ v sont de même

nature et en cas de convergence ∫
]0,+∞[

u v′ =
[
uv
]+∞
0
−
∫
]0,+∞[

u′ v.

Or dans
∫
]0,+∞[

u v′ on reconnait Γ(x+ 1) qui est donc une intégrale convergente, et on a alors :

Γ(x+ 1) =
[
−txe−t

]t→+∞
0

+

∫ +∞

0

xtx−1e−t dt = xΓ(x).

Ainsi ∀x > 0, Γ(x+ 1) = xΓ(x).

Un calcul direct donne :
Γ(1) =

[
−e−t

]+∞
0

= 1.

La formule précédente donne alors par récurrence

∀n ∈ N∗, Γ(n) = (n− 1)!

Q21. Pour n ∈ N, on pose un = Γ

(
n+

1

2

)
.

On a u0 = Γ

(
1

2

)
et, ∀n ∈ N, un+1 =

2n+ 1

2
un =

(2n+ 2)(2n+ 1)

4(n+ 1)
un. Ainsi,

∀n ∈ N∗, un =

(
n−1∏
k=0

(2k + 2)(2k + 1)

4(k + 1)

)
u0 =

(2n)!

4n n!
u0

ce qui est également vrai pour n = 0.
Or, le changement de variable t = u2 donne :

u0 =

∫ +∞

0

t−1/2e−t dt = 2

∫ +∞

0

e−u
2

du =
√
π.
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On en déduit

∀n ∈ N, Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n)!

4n n!

√
π =

(2n)!

22n n!

√
π.

Q22. Remarquons que puisque la fonction ln est continue sur [1/2,+∞[, les ρk sont bien dé�nis pour tout
k dans N∗.
Soit n > 2. La relation de Chasles et les propriétés du logarithme fournissent :

n−1∑
k=1

ρk = ln

(
n−1∏
k=1

k

)
−
∫ n−1/2

1/2

ln t dt = ln(n− 1)!−
∫ n−1/2

1/2

ln t dt.

La convention citée par l'énoncé dit que ce résultat reste valable pour n = 1; donc par Q20. :

∀ n ∈ N∗, ln Γ(n) =

∫ n−1/2

1/2

ln t dt+
n−1∑
k=1

ρk.

Q23. Fixons k dans N∗. Le changement de variable u = t− k fournit :∫ k+1/2

k−1/2
ln t dt =

∫ 1/2

−1/2
ln(u+ k) du =

∫ 0

−1/2
ln(u+ k) du+

∫ 1/2

0

ln(u+ k) du.

Puis en posant w = −u, on a
∫ 0

−1/2
ln(u+ k) du =

∫ 1/2

0

ln(k − w) dw. Finalement :

ρk = ln k −
∫ 1/2

0

ln(t+ k) dt−
∫ 1/2

0

ln(k − t) dt

=

∫ 1/2

0

(2 ln k − ln(t+ k)− ln(k − t)) dt

=

∫ 1/2

0

ln

(
k2

(k + t)(k − t)

)
dt =

∫ 1/2

0

− ln

(
k2 − t2

k2

)
dt

et ρk =

∫ 1/2

0

− ln

(
1− t2

k2

)
dt.

Q24. Par croissance de la fonction (x 7→ − ln (1− x)), on obtient :

0 6 ρk 6
∫ 1/2

0

− ln

(
1− 1

4k2

)
dt = −1

2
ln

(
1− 1

4k2

)
∼ 1

8k2
.

Les théorèmes de comparaison sur les séries permettent de conclure que la série
∑
k∈N∗

ρk converge.

Q25. La fonction ln admet pour primitive (t 7−→ t ln t− t). Donc, pour n ∈ N∗ :∫ n−1/2

1/2

ln t dt = [t ln t− t]n−1/21/2 =

(
n− 1

2

)
ln

(
n− 1

2

)
− n+

ln 2

2
+ 1

=

(
n− 1

2

)
lnn+

(
n− 1

2

)
ln

(
1− 1

2n

)
− n+

ln 2

2
+ 1.
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Or

(
n− 1

2

)
ln

(
1− 1

2n

)
∼

n→+∞
− n

2n
donc lim

n→+∞

(
n− 1

2

)
ln

(
1− 1

2n

)
= −1

2
. Donc :∫ n−1/2

1/2

ln t dt =

(
n− 1

2

)
lnn− n+

ln 2

2
+

1

2
+ ◦(1).

D'après Q24., il existe un réel ` tel que
n−1∑
k=1

ρk = `+ ◦(1) donc, d'après Q22. :

∃ c ∈ R / ln Γ(n) =

(
n− 1

2

)
lnn− n+ c+ ◦(1).

On en déduit que

Γ(n) = exp

((
n− 1

2

)
lnn− n+ c+ ◦(1)

)
= nn−

1
2 e−n ec e◦(1).

Comme lim
n→+∞

e◦(1) = 1, on obtient bien

Γ(n) ∼
+∞

ec nn−
1
2 e−n.

Q26. Pour x > 0 et n ∈ N∗, on dé�nit Γn(x) =

∫ n

0

tx−1
(

1− t

n

)n
dt.

En utilisant le changement de variable u =
t

n
, on obtient :

Γn(x) = nx
∫ 1

0

ux−1 (1− u)n du.

Q27. Montrons par récurrence sur n ∈ N∗ l'assertion Hn suivante : ∀ x > 0, Γn(x) =
nx n!

x(x+ 1) . . . (x+ n)
.

• Initialisation :

∀ x > 0, Γ1(x) =

∫ 1

0

ux−1 (1− u) du =

[
ux

x
− ux+1

x+ 1

]1
x→0

=

(
1

x
− 1

x+ 1

)
=

1x 1!

x(x+ 1)
.

Cela prouve que H1 est vraie.

• Hérédité : supposons Hn vraie à un rang �xé n et montrons que Hn+1 est vraie.

Prenons x > 0. On a Γn+1(x) = (n+ 1)x
∫ 1

0

ux−1 (1− u)n+1 du.

On procède à une intégration par parties à l'aide de

∀x ∈]0, 1], α(u) = (1− u)n+1, α′(u) = −(n+ 1)(1− u)n, β′(u) = ux−1, β(u) =
ux

x
.

Comme x > 0, lim
u→0

α(u)β(u) = 0 et α(1)β(1) = 0, donc

Γn+1(x) = (n+ 1)x
∫ 1

0

(n+ 1)(1− u)n
ux

x
du =

(n+ 1)x+1

x

Γn(x+ 1)

nx+1

=
Hn

(n+ 1)x+1

x

n!

(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ 1 + n)

=
(n+ 1)x (n+ 1)!

x(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n+ 1)
.
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Ainsi Hn+1 est vraie.

• On a bien montré le résultat par récurrence.

Q28. Désignons par (fn)n>1 la suite de fonctions dé�nies sur ]0,+∞[ par :

fn(t) =


(

1− t

n

)n
tx−1 si t ∈]0, n[

0 si t > n.

Pour x > 0 �xé, on a : ∀ n > 1, Γn(x) =

∫ +∞

0

fn(t) dt.

Véri�ons les hypothèses du théorème de convergence dominée :

� Les fonctions fn sont continues (par morceaux) sur l'intervalle d'intégration R∗+.
� Convergence simple de (fn)n∈N∗ :
On �xe t > 0. Alors ∃ n0 ∈ N∗ / ∀ n > n0, 0 < t < n.

Ainsi fn(t) = exp

(
n ln

(
1− t

n

))
tx−1 = exp

(
n

(
− t
n

+ ◦
(

1

n

)))
tx−1 = exp (−t+ ◦(1)) tx−1

et donc lim
n→+∞

fn(t) = e−t tx−1. La suite de fonctions (fn)n∈N∗ converge donc simplement

vers la fonction f : t 7−→ e−t tx−1, continue sur R∗+.
� Domination : Par concavité de ln, on a ∀u > −1, ln(1 + u) 6 u, et par croissance de
l'exponentielle :

∀ t ∈]0, n[, 0 6 fn(t) 6 tx−1 en ln(1− t
n) 6 tx−1e−t

et l'inégalité reste vraie pour t > n. Donc

∀ t ∈]0,+∞[, 0 6 fn(t) 6 tx−1e−t = f(t)

et f est intégrable sur R+∗ puisque Γ(x) existe.

Le théorème de convergence dominée s'applique et donne

lim
n→+∞

Γn(x) =

∫ +∞

0

e−t tx−1 dt = Γ(x).

La question Q27. fournit :

∀ x > 0, Γ(x) = lim
n→+∞

nx n!

x(x+ 1) . . . (x+ n)
.

Q29. Fixons x > 0. Une récurrence utilisant le résultat de Q20. montre que :

∀ n ∈ N∗, Γ(x+ n) = (x+ n− 1)(x+ n− 2) . . . (x+ 1)xΓ(x)

Donc
Γ(x+ n)

Γ(n) nx
=
x(x+ 1) . . . (x+ n)Γ(x)

(x+ n) (n− 1)! nx
∼

n→+∞

x(x+ 1) . . . (x+ n)Γ(x)

n! nx

On déduit alors de Q28. que

lim
n→+∞

Γ(x+ n)

Γ(n) nx
= 1 soit

Γ(x+ n)

Γ(n) nx
∼

n→+∞
1.
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Avec x =
1

2
, on obtient Γ

(
1

2
+ n

)
∼ Γ(n)

√
n. Puis Q21. fournit

(2n)!

22n n!

√
π ∼ Γ(n)

√
n.

Mais d'après Q20., (2n)! = Γ(2n+1) et n! = nΓ(n). Donc Γ(2n+1)
√
π ∼ nΓ2(n)

√
n 22n.

On utilise ensuite Q25. sur Γ(2n+ 1) et Γ2(n) et on arrive à

ec ∼ (2n+ 1)2n
√

2 e−1
√
π

(2n)2n
∼
(

2n+ 1

2n

)2n

e−1
√

2π.

Or lim
n→+∞

(
2n+ 1

2n

)2n

= e donc


