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Intégration

Exercice 1: CNC 2021
+00
On se propose de calculer I'intégrale (—Inwu)e™"du.

0
On pose pour tout entier naturel non nul n et pour tout entier naturel k,

n U k
o= [ 1060 (1= 2) w1, = 1
0 n

1. Montrer que pour tous entiers naturels non nuls n et k,

Ing=Inp-1+ /On <_nl> (uln(u)) (1 - Z)k_l du

2. En déduire que pour tout entier naturel non nul n et pour tout entier naturel £,

k+1 n
= - ———
ko T R h1 1)

3. On pose pour tout entier naturel non nul n et pour tout entier naturel k, J,, y = (k + 1)1,

a) Déterminer pour tous entiers naturels non nuls n et k, une relation entre Jj, j et Jy 1.

b) En déduire pour tout entier naturel non nul n, I, en fonction de n et u,,.



Exercice 2 : CCP 2022

Soit n € N\ {0}. Pour tout k € [[0,2n], on pose :

Ukn = Sons1 | 1

V2n <2n> |

Pour tout m € N, on pose :

1 m
2\ 2
L= [ (1-#)" at
Q1. Montrer que la suite (1,,,),,cy €st décroissante.
Q 2. Montrer que pour tout m € N :
Lpio = m+2 I
m—+ 3

Q 3. En déduire que pour tout n € N\ {0} :

I vV2n : I T
n = S/ 1 1\. et : n—1 = —7=—0nn-
72020+ Dann SRV

Q4. Montrer que pour tout n € N\ {0} :

En déduire que :
1

<27 (an,n)2 < 1.

Q5. En déduire la convergence de la suite (amn)ng1 lorsque n tend 'infini, puis que :

1
]271 ~ 3 I
n—+oco0 2\ n
vn 2\"
o= [T{1=2) an
0 n

Pour tout n € N'\ {0} et pour tout ¢t € Ry, on pose :

Pour tout n € N\ {0}, on pose :

2\"
w(t) = <1—> si0<t<n,

= n
0 sinon.

Q6. A l'aide d’un changement de variable simple, déduire de la Q 5 que la suite (Jn)neN\ (0} converge
et donner sa limite.

Q 7. Montrer que la suite de fonctions (“n)neN\ (0} converge simplement sur R, et donner sa limite.



Exercice 1 (CNC 2021)

1. Justifions tout d’abord I'existence de 'intégrale I,, ,, pour tout (n,k) € N* x N.
urk
La fonction u — In(u) (1 - —) est continue sur Uintervalle |0,n]. De plus, elle est équivalente au
n

voisinage de 0" & la fonction In qui garde un signe constant et intégrable sur ]0,1]. Par suite elle est
intégrable sur |0, 1] et donc sur |0,n], ce qui justifie 'existence de I, ;. En outre, si k € N*, par linéarité
de l'intégrale, on a

Ink Ln In(u) (1 - %) (1 — %)k_l du

Ln In(u) (1~ %)H du + Jon <_nl> (uln(u)) (1- %)'“‘1 du.

Lok = o + J ' (j) (uln(w) (1 - E)'H du (10)

0 n

Ainsi

2. Soient n et k deux entiers naturels non nuls. Effectuons une intégration par parties sur I'intégrale qui
figure dans la formule (10).

1 k
e Les fonctions a: u+—— uln(u) et B: u —> Z (1 - E) sont de classe C! sur I'intervalle ]0,n],
n

1 k
o a(u)B(u) = z (uln(u)) (1 - E) - 0 et a(n)B(n) =0, donc le crochet [a(u)B(u)]; est nul.
n/ u—
Le théoréeme d’intégration par parties (cas de convergence) assure que:

Jn <_1> (uln(u)) (1 B g>k—1 du = [a@B] - % fnu + In(u)) (1 B g)k w

o \ 1 n n

= - % [k_+n1 <1 _ Z)MK

"
mE T (k4 1)

|
T =
~

1 n

I, — —— Dot
RCLE I M

D’apres le résultat de 1., il s’en suit que I, — [, x—1 = —

k+1 n
- ILe=I,pq1——
P T

3. (a) Soient n et k deux entiers naturels non nuls. Le résultat de la question 2. se réécrit ainsi:

n
k+ 1)1, =kl 1 ———
. (+ )n,k n,k—1 k—‘y-l’
d’ou

n
E+1)|

Jn,k = Jn,k—l -

(b) Soit n € N*. En sommant la derniére relation trouvée de k = 1 & n, on obtient par télescopage:

‘]"v":JmO_”Zm:Jn,O—”Z;: n,o—n<Hn—1+n+1).
k=1 k=2
n
Or, Jpo = Inpo = J In(u) du = [uln(u) — u]j = nln(n) —n puisque wln(u) — 0. Ainsi
0 s
n n
Ju = i)~y 4 - "y~ T
n n

En divisant par n + 1, on obtient donc | I, = — Uy — .
P " n+1 " (n+1)2




Exercice 1 (CCINP 2022)

Q1.

Q2.

Q3.

Soit m € N. Pour tout ¢ € [0,1], on a: 1 —¢*> € [0, 1]. On en déduit que Papplication z — (1 — %)*

est décroissante sur R pour tout ¢t € [0, 1]; comme m—“ > 3, on en déduit :

m—+1 m
2

veel01], (1-#) 7% <(1-#)7,

et donc, par croissance de l'intégrale :
[m+1 g Ima

ce qui démontre que la suite (/,,,),,cy €st décroissante.

Soit m € N. On a :
m+2 1 m
m+2—/ t2 : dt:/ (1—t2)2+1dt.
0

Intégrons par parties cette derniere intégrale :

— en dérivant I'application ¢ — (1 — tz)%ﬂ, qui est de classe C! sur [0, 1] et de dérivée t
—2t (2 4+1)(1-17)%;
— en intégrant 'application t — 1, qui est continue sur [0, 1], et dont une primitive est ¢ — t.

Lo = {t (1 —t2)g+1r+/012t2 (”;Jr 1) (1 —tz)%dt
0

Comme % +1 > 1 > 0, la fonction ¢ — (1 — 752)%Jrl est nulle en 1. Le terme entre crochets
s’annule donc, et on a :

On a alors :

1

Lo = (m+2)/0 £ (1-12)

m
2

dt:(m+2)/01((t2—1)+1> (1—t2)%dt
— U (1—t2)r2n+1dt+/01 (1—t2)gdt}
=—( Lnyo + (m+ 1)Ly,

On en déduit : (m + 3)I42 = (m + 2)1,,, puis :

m + 2)
m + 2)

m+ 2
Iio = 221
2T m 43
Nous allons démontrer, pour tout n € N\ {0} :
V2
P, : « I, = —n, et : Ir,_1 = Lamn »
2(2n + 1)ay,, V2n

par récurrence sur n.
Pour n =1, on a par un calcul direct :

szl_12_/01(1—t2>§dt—/01<1—t2)dt— [t—t;r—g,



tandis que, par définition des ay,, :

V2x1 o 2 28 2

2(2><1+1)a171_2><3.\/§(?) X

V2 x1

. Pour le calcul de :
22 % 1+ Dars our le calcul de

donc : [2><1 =

1
Iy 1 =1 = / V1 — t3dt,
0

une stratégie (qui n’est pas la seule : on peut aussi astucieusement intégrer par parties) est
d’effectuer le changement de variable 6 = arcsin(t) (on I’a choisi pour avoir : 1 —t2 = 1 —sin(f)? =
(cos(8))?). 11 est licite parce que I'arc sinus définit une application de classe C! et strictement
croissante sur [0, 1], a valeurs dans [ . { Ona:df =

W’ et donc :
1 1 dt 2 21 (20)

L :/ V1 —t2dt :/ (1—1?) :/ (cos(0) / +COS d9
0 0 0 0

[0 + sin (20) /21

0
™
s

tandis que :

™

V2 Xx1

donc : Iyy1_1 = ay 1. On a donc montré :

V2 x1 ™
, Do = —F=Aa11,
2(2 x 1+ 1)a171 V2 x1

d’ott P;. On a initialisé la propriété a démontrer.

]2><1 =

A présent, soit n € N\ {0} tel qu’on ait P,,. D’aprés la question précédente (avec m = 2n), on a :

2n+2 [P, 2n+2 V2n
I2(n+1) =5 ofi2n — : .
2n+3 2n+3 2(2n+ Dayy,
On aimerait montrer que c’est égal a DTN r— V;(ZTBH Cela nécessite préalablement de comprendre

comment faire apparaitre a1 1, alors que nous avons a,, ,, ci-dessus. Trouvons donc une relation
entre a,41n41 €t an,. Pour cela, remarquons que :

(2(n + 1)) <2n + 2) 2n+2)!  (2n+2)2n+1)(2n)!  2(2n+1) <2n>

n+1 n+1 (n+1)1)* (n+ 1)2(n!)? - on+1 \n

et donc :

\/%<2n>¢% n+1 (2(n+1)>m n+1 2%

Qpp = 922n+1 o 92n+1 2(2n 4 1) n+1 o 22n+1 2(2n + 1) 2(n n 1)an+1,n+17

ou encore, apres simplifications :

2y/n(n+1)

271 + 1 anJrl,nJrla (*)

an,n —=



Q4.

Q5.

donc, en reprenant le calcul de Iy, 11 ci-dessus :

Z(n+1) V2 (2n+1) B 2(n +1)

L1y = : =

2 +3  22n+1T- 2\ /m(n + Dapsing: 220+ 3)aniinir

Encore en utilisant la question précédente (cette fois avec m = 2n — 1) et (x), on a :

2n +1 P 2n+1 7 « 2041 7 Zynn+1)

[n —Zijnf = o & T/=—0nn = : Gp41,n
AT T on 12 T on g2 Von Mt In+1) Vaw 2wt T

T
= Apt1,n+1-
2(n+1
On a donc montré, ayant supposé P, :
n = ) n+l)—1 = — ——=0n4+1,n+1;
2n+1) 2(2n + 3)ant 1,041 2= 2(n+1 e

d’ou P,.1, ce qui achéve I’hérédité. Par principe de récurrence, on a donc le résultat voulu pour
tout entier n > 1.

Soit n € N'\ {0}. On a montré dans la premiére question que la suite (I,),., est décroissante.
Donc :
Iy, < Iop1 < Iopa.

1
En principe, il suffit de diviser par I, = / (1 — t2)n dt pour avoir le résultat voulu, a condition de
0

bien justifier que c¢’est une quantité strictement positive. C’est vrai par propriété de séparation de
Iintégrale, étant donné que 'application ¢ +— (1 — t2)" est continue, positive et non identiquement
nulle sur [0, 1]. Ainsi I3, > 0, et diviser par I, donne :

I2n—1 IQn—Q

1< < :
IQn IQn
1o, 2 1 1
Or, d’apres la question Q 2 : -2 _ 2N + =14 —, et d’apres la question précédente :
I, 2n 2n
Ion- 22n+ Da,, 2(2n+1
2n-1 _ Wannx (2n + 1)ay, _ (2n + )ﬂ-(ann)2-
Io, Von V2n 2n ’
D’ou le résultat voulu, en divisant par 2’;:1 =1+ ﬁ > (0 dans I’encadrement ci-dessus :
L <o (ann)’ <1
T, 1 T \Qnn X 4
144 7 ’

D’apres l'encadrement de la question précédente, et le théoreme des gendarmes, on a :
. 2 o .
ngrfw 27 (ann)” =1, et donc :
1
n—;\-‘:-oo 2

Qp,pn

(ce qu’on pouvait aussi trouver grace a la formule de Stirling). On a donc, pour tout n au voisinage

de l'infini :
2 2 1
PR - TR C Y O W4
n—+oco 2V n

2(2n + 1)ap, nrtoo 2- 20

Remarque. Le changement de variable t = arcsin(f), déja proposé dans la question Q 2, permet

de démontrer qu'on a : I, = / * (cos(A))*" "1 df. On reconnait les traditionnelles intégrales de
0

Wallis, et I’équivalent asymptotique bien connu.



Q6. Soit n € N\ {0}. Effectuons le changement de variable u = ty/n dans lintégrale I, =
1 n
/ (1 — tz) dt. 11 est licite, parce que l'application ¢ +— t\/n est de classe C! sur [0,1]. On a
0
du = y/ndt, et donc :

2

1 [vn u?\" 1
]nzi/ - — dzin)
= nd ( n) " \/ﬁJ

Jn = \/EIan

donc :

et d’apres la question Q5 :

1 [m N3 N3
T Vs

T
On en déduit que la suite (J,),., converge vers \/2_, d’ou le résultat.





