
Équivalent de Stirling

Q19. Soit x ∈ R. Montrer que
∫ +∞

0
tx−1e−tdt converge si, et seulement si, x > 0.

Pour tout x > 0, on note :
Γ(x) =

∫ +∞

0
tx−1e−tdt .

Q20. Montrer que pour tout x > 0, Γ(x + 1) = xΓ(x). En déduire que pour tout n ∈ N∗ :

Γ(n) = (n − 1)! .

Q21. On admet que l’intégrale
∫ +∞

0
e−t2dt converge et qu’elle vaut

√
π

2
.

Montrer que pour tout n ∈ N : Γ
(
n +

1
2

)
=

(2n)!
22nn!

√
π.

Q22. Pour tout k ∈ N∗ on note ρk = ln k −
∫ k+ 1

2

k− 1
2

ln t dt. Montrer que pour tout n ∈ N∗ :

ln Γ(n) =
∫ n− 1

2

1
2

ln t dt +
n−1∑
k=1

ρk .

On remarquera que pour n = 1, par convention, la somme des ρk est nulle.



Q12. Quelle est la situation concrète décrite par l’événement Z =
∪
n∈N∗
{Vn = 0}?

Q13. Quelle est la loi du nombre Nn de clients qui sont arrivés dans la file d’attente dans
l’intervalle de temps ⟦1, n⟧?

Q14. Pour tout (n, k) ∈ N2, calculer P(V1 = k|S = n).
En déduire que V1 suit une loi de Poisson dont on précisera le paramètre.

Q15. On note zn = P(Vn = 0). Montrer que (zn)n∈N converge et que P(Z) = lim
n→+∞

zn.

Q16. Justifier que pour tout ( j, n) ∈ N2, P(Vn+1 = 0|V1 = j) = P(Vn = 0) j. On distinguera le cas
j = 0.

Q17. Montrer que pour tout n ∈ N∗, zn+1 = exp(λp(zn − 1)).

Q18. Déterminer, suivant les valeurs de λp, la limite de la suite (zn)n∈N∗. Interpréter.

EXERCICE
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√
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2
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n +

1
2
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22nn!

√
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2
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2
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2

1
2
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Q23. Montrer que pour tout k ∈ N∗ :

ρk =

∫ 1
2

0
(2 ln k − ln(k + t) − ln(k − t))dt =

∫ 1
2

0
− ln
(
1 − t2

k2

)
dt .

Q24. En déduire que
∑
k∈N∗
ρk converge.

Q25. Montrer qu’il existe c ∈ R tel que, lorsque n→ +∞ :

ln Γ(n) =
(
n − 1

2

)
ln n − n + c + o(1) .

En déduire que lorsque n→ +∞ :

Γ(n) ∼ ecnn− 1
2 e−n .

Q26. Pour tout x > 0 et tout n ∈ N∗, on admet que t �→ tx−1
(
1 − t

n

)n
est intégrable sur ]0, n] et

on note :
Γn(x) =

∫ n

0
tx−1
(
1 − t

n

)n
dt .

Montrer que pour tout x > 0 et tout n ∈ N∗ :

Γn(x) = nx
∫ 1

0
ux−1(1 − u)ndu .

Q27. Montrer que pour tout n ∈ N∗ :

∀x > 0, Γn(x) =
nxn!

x(x + 1) . . . (x + n)
.

Q28. On définit la fonction 1]0,n[ sur R+ en posant 1]0,n[(t) =


1 si t ∈]0, n[,
0 sinon.

En remarquant que Γn(x) =
∫ +∞

0
1]0,n[(t) tx−1

(
1 − t

n

)n
dt, utiliser le théorème de conver-

gence dominée pour montrer que pour tout x > 0 :

Γn(x) −→
n→+∞

Γ(x).

En déduire que pour tout x > 0 :

Γ(x) = lim
n→+∞

nxn!
x(x + 1) . . . (x + n)

.

Q29. Montrer que pour tout x > 0, Γ(x + n)
Γ(n)nx −→

n→+∞
1.

En déduire que ec =
√

2π où c est défini à la question Q25.
On pourra faire appel aux résultats des questions Q19 et Q20.


