Equivalent de Stirling
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Q19. Soit x € R. Montrer que f r'e~'dt converge si, et seulement si, x > 0.
0

Pour tout x > 0, on note :

I'(x) = f rle'dr.
0

Q20. Montrer que pour tout x > 0, I'(x + 1) = xI'(x). En déduire que pour tout n € N* :

I'(n) =(m—-1D)!.
o e \r
Q21. On admet que I'intégrale e dr converge et qu’elle vaut -
0
1 2n)!
Montrer que pourtoutn e N:T'(n+ = | = (2n) V.
2 22np)

K+
Q22. Pour tout k € N* on note p;, = Ink — f In¢ dz. Montrer que pour tout n € N* :
k—
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n—1 n—1
lnF(n):f Intde+ > pr.
I k=1
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On remarquera que pour n = 1, par convention, la somme des p; est nulle.



Q23.

Q24.

Q25.

Q26.

Q27.

Q28.

Q29.

Montrer que pour tout k € N* :
3 3 2
2 t
pk:f (21nk—1n(k+t)—ln(k—t))dt:f —ln(l—ﬁ)dt.
0 0

En déduire que Zpk converge.
keN*

Montrer qu'il existe ¢ € R tel que, lorsque n — +oo :
1
InT'(n) = (n - E)lnn —n+c+o(l).

En déduire que lorsque n — +oo :

1
I'(n) ~en""2e™.

t n
Pour tout x > 0 et tout n € N*, on admet que 7+ ! (1 - Z) est intégrable sur 10, n] et

on note : .
t n
Fn(x):f tx_l(l——) dr.
0 n

Montrer que pour tout x > 0 et tout n € N* :
1
[,(x) = nf (1 - u)'"du.
0

Montrer que pour tout n € N* :

nn!
x(x+1...(x+n)’

Vx>0, TI,(x) =

1site€]0,nl,

On définit la fonction 1,9,,; sur R, en posant 1,y,,(¢) = { )
0 sinon.

e t\ - N
En remarquant que I',(x) = f Ly ,p(0) 7 (1 - —) ds, utiliser le théoreme de conver-
0 n

gence dominée pour montrer que pour tout x > 0 :
rn(x) - F(X)
n—+oo

En déduire que pour tout x > 0 :

n*n!

r& = lim D e

I'(x+n)
—>
I'(n)n* n—+e
En déduire que ¢ = V2r ou ¢ est défini a la question Q25.

Montrer que pour tout x > 0,

On pourra faire appel aux résultats des questions Q19 et Q20.



