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Epreuve de mathématiques, PSI, quatre heures

Intégrales de Gaul} et théoreme de Moivre-Laplace

Présentation

Le théoreme de Moivre-Laplace permet d’approcher les calculs de probabilité pour une variable aléatoire
suivant une loi binomiale de parametres n € N\ {0} et p € [0, 1] par des calculs d’intégrales de fonctions
gaussiennes. Une premiere démonstration a été donnée en 1733 par Abraham de Moivre pour le cas ou
p=3

La partie I permet d’obtenir un résultat de convergence. La partie II aboutit a un calcul exact de
fonction gaussienne dite « intégrale de Gaufl ». La partie III permet d’établir une majoration utile a la
partie I'V qui s’intéresse a la convergence simple d’une suite de fonctions vers une fonction gaussienne.
Ce résultat de convergence constitue une étape clé dans une démonstration possible du théoreme de
Moivre-Laplace.

Partie I — Convergence d’une suite
Soit n € N'\ {0}. Pour tout k£ € [0,2n], on pose :

Ak

V2n <2n) |

= 92nti |

Pour tout m € N, on pose :

1 m
I, = / 1—¢2)* dt.
, (1=7)
Q1. Montrer que la suite (1,,,),,cy €st décroissante.
Q 2. Montrer que pour tout m € N :
I _om+2 I
m+2 — m+ 3 m:*

Q 3. En déduire que pour tout n € N\ {0} :

\V2n s

Iy= Y et Dy = ——ap .
2 22n + 1)ay,, 2=l Von

Q4. Montrer que pour tout n € N\ {0} :

En déduire que :

Q5. En déduire la convergence de la suite (a,,,) -, lorsque n tend l'infini, puis que :

n=1

1
IQn ~ - E
n—+oo0 2V n



Partie IT — Calcul d’une intégrale de Gauf

Pour tout n € N'\ {0}, on pose :

vn 2\"
Jn:/ -2 a
0 n

Pour tout n € N'\ {0} et pour tout ¢t € R, on pose :

2\ "
(1—) si0<t < yn,

un(t) = n

sinon.

Enfin, on considere 'intégrale de Gauf3 :

Q6.

Q.
Qs.

Qo.

Q 10.

Q11.

Q12.

oo 2 dt
K = / ez .
—00 \/27

A T'aide d’un changement de variable simple, déduire de la Q 5 que la suite (Jn)neN\ (0} converge
et donner sa limite.

Montrer que la suite de fonctions (u”)neN\ {0y converge simplement sur R, et donner sa limite.

Montrer que pour tout z € R, on a : 1 + 2 < €%, et en déduire que pour tout n € N\ {0} :
VieR,, 0<u,(t)<e ™.

Montrer que l'intégrale K est convergente, puis déduire des questions précédentes une valeur
exacte de K.

Partie III — Calcul d’une majoration

Montrer qu’il existe une fonction g : [O, %] — R et un réel M > 0, tels que :

1 1-—
Vi € {O, 2] D +i = 2H9@) et g(x)| < MaP.

Soit n € N'\ {0}. Montrer que pour tout k € [n+1,2n] :

CH-)

k—n—1
11
=1

A, k—n—1 i
1 (1+3)

a'k’,n . 7

X

x| 3

En déduire que pour tout £ € N tel que n +1 < k < 37” + 1, il existe by, € R tel que :
] <M (k—n—1)" et :

Ak T g, —L(k—n—1)(k—n)
—e e n .
Apn, k
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Q1.

Q2.

Q3.

CoNCcOURs CoMMUN INP 2022

Epreuve de mathématiques, PSI, quatre heures
(corrigé)

Intégrales de Gaul} et théoreme de Moivre-Laplace

Partie I — Convergence d’une suite

Soit m € N. Pour tout ¢ € [0,1], on a: 1 —¢*> € [0,1]. On en déduit que Papplication z — (1 — %)”

est décroissante sur R pour tout ¢t € [0, 1]; comme mT“ > 3, on en déduit :

m—+1 m
2

vie0,1), (1-) 7% <(1-#)7,

et donc, par croissance de l'intégrale :

[m+1 < Ima
ce qui démontre que la suite (/,,,),,cy €st décroissante.
Soit m € N. On a :

Lo = /01 (1 —tQ)MTHdt: /01 (1 —tQ)%Hdt.

Intégrons par parties cette derniere intégrale :
— en dérivant I'application ¢ — (1 — tz)%ﬂ, qui est de classe C! sur [0, 1] et de dérivée t
—2t (2 4+1)(1-17)%;

— en intégrant 'application t — 1, qui est continue sur [0, 1], et dont une primitive est ¢ — t.

Lo = {t (1- t2)73+1r v /01 2 ("; + 1) (1-#)
0

Comme % +1 > 1 > 0, la fonction ¢ — (1 — t2)%+1 est nulle en 1. Le terme entre crochets
s’annule donc, et on a :

On a alors :

m
2

dt

]m+2:(m+2)/01t2 (1-1)

m
2

dt:(m+2)/01 (#-1)+1) (1—t2)%dt
— Uol(1—t2)g+1dt+/01(1—t2)gdt}
= —( Lo+ (m—+ 1)1,

On en déduit : (m + 3)I42 = (m + 2)1,,, puis :

m + 2)
m + 2)

m—+ 2
Lo = —1,,.
+2 m—+3

Nous allons démontrer, pour tout n € N\ {0} :

V2n

P, Iy =Y
=S 0n + Dan,

,et t o1 = A »

™
V2n
par récurrence sur n.

Pour n =1, on a par un calcul direct :

I2x1_12_/01(1—t2>§dt—/01<1—t2)dt— [t—t;r—z,

1



Mathématiques PSI CCINP 2022, corrigé

tandis que, par définition des ay,, :

V2x1 o 2 28 2

2(2><1+1)a171_2><3.\/§(?) X

V2 x1

. Pour le calcul de :
22 % 1+ Dars our le calcul de

donc : [2><1 =

1
Iy 1 =1 = / V1 — t3dt,
0

une stratégie (qui n’est pas la seule : on peut aussi astucieusement intégrer par parties) est
d’effectuer le changement de variable 6 = arcsin(t) (on I’a choisi pour avoir : 1 —t2 = 1 —sin(f)? =
(cos(8))?). 11 est licite parce que I'arc sinus définit une application de classe C! et strictement
croissante sur [0, 1], a valeurs dans [ . { Ona:df =

W’ et donc :
1 1 dt 2 21 (20)

L :/ V1 —t2dt :/ (1—1?) :/ (cos(0) / +COS d9
0 0 0 0

[0 + sin (20) /21

0
™
s

tandis que :

™

V2 Xx1

donc : Iyy1_1 = ay 1. On a donc montré :

V2 x1 ™
, Do = —F=Aa11,
2(2 x 1+ 1)a171 V2 x1

d’ott P;. On a initialisé la propriété a démontrer.

]2><1 =

A présent, soit n € N\ {0} tel qu’on ait P,,. D’aprés la question précédente (avec m = 2n), on a :

2n+2 [P, 2n+2 V2n
I2(n+1) =5 ofi2n — : .
2n+3 2n+3 2(2n+ Dayy,
On aimerait montrer que c’est égal a TN r— V;(ZTBH Cela nécessite préalablement de comprendre

comment faire apparaitre a1 1, alors que nous avons a,, ,, ci-dessus. Trouvons donc une relation
entre a,41n41 €t an,. Pour cela, remarquons que :

(2(n + 1)) <2n + 2) 2n+2)!  (2n+2)2n+1)(2n)!  2(2n+1) <2n>

n+1 n+1 (n+1)1)* (n+ 1)2(n!)? - on+1 \n

et donc :

\/ﬁ<2n>¢% n+1 (2(n+1)>m n+1 2%

App = 922n+1 o 92n+1 2(2n 4 1) n+1 o 22n+1 2(2n + 1) 2(n n 1)an+1,n+17

ou encore, apres simplifications :

2y/n(n+1)

271 + 1 anJrl,nJrla (*)

an,n —=

2
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Q4.

Q5.

donc, en reprenant le calcul de Iy, 11 ci-dessus :

Z(n+1) V2 (2n+1) B 2(n +1)

L1y = : =

2 +3  22n+1T- 2\ /m(n + Dapsing: 220+ 3)aniinir

Encore en utilisant la question précédente (cette fois avec m = 2n — 1) et (x), on a :

2n +1 P 2n+1 7 « 2041 7 Zynn+1)

[n —Zijnf = o & T/=—0nn = : Gp41,n
AT T on 12 T on g2 Von Mt In+1) Vaw 2wt T

T
= Apt1,n+1-
2(n+1
On a donc montré, ayant supposé P, :
n = ) n+l)—1 = — ——=0n4+1,n+1;
2An+1) 2(2n + 3)ant 1,041 2= 2(n+1 e

d’ou P,.1, ce qui achéve I’hérédité. Par principe de récurrence, on a donc le résultat voulu pour
tout entier n > 1.

Soit n € N'\ {0}. On a montré dans la premiére question que la suite (I,),., est décroissante.

Donc :
Iy < Iop1 < Iops.

1
En principe, il suffit de diviser par I, = / (1 — t2)n dt pour avoir le résultat voulu, a condition de
0

bien justifier que c¢’est une quantité strictement positive. C’est vrai par propriété de séparation de
Iintégrale, étant donné que 'application ¢ +— (1 — t2)" est continue, positive et non identiquement
nulle sur [0, 1]. Ainsi I3, > 0, et diviser par I, donne :

I2n—1 IQn—Q

1< < :
IQn IQn
1o, 2 1 1
Or, d’apres la question Q 2 : -2 _ 2N + =14 —, et d’apres la question précédente :
I, 2n 2n
Ion- 22n+ Da,, 2(2n+1
2n-1 _ Wannx (2n + 1)ay, _ (2n + )ﬂ-(ann)2-
Io, Von V2n 2n ’
D’ou le résultat voulu, en divisant par 2’;:1 =1+ ﬁ > (0 dans I’encadrement ci-dessus :
L <o (ann)’ <1
T, 1 T \Qnn X 4
144 7 ’

D’apres l'encadrement de la question précédente, et le théoreme des gendarmes, on a :
. 2 o .
ngrfw 27 (ann)” =1, et donc :
1
n—;\-‘:-oo 2

Qp,pn

(ce qu’on pouvait aussi trouver grace a la formule de Stirling). On a donc, pour tout n au voisinage

de l'infini :
2 2 1
PR - TR C Y O W4
n—+oco 2V n

2(2n + 1)ap, nrtoo 2- 20

Remarque. Le changement de variable t = arcsin(f), déja proposé dans la question Q 2, permet

de démontrer qu'on a : I, = / * (cos(A))*" "1 df. On reconnait les traditionnelles intégrales de
0

Wallis, et I’équivalent asymptotique bien connu.
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Q6.

Q7.

Q8.

Partie II — Calcul d’une intégrale de Gauf

Soit n € N\ {0}. Effectuons le changement de variable v = ty/n dans lintégrale I, =
1 n

/ (1 — tz) dt. 11 est licite, parce que l'application ¢ +— t\/n est de classe C! sur [0,1]. On a
0

du = y/ndt, et donc :

U2

I —1/ﬁ =Y g Ly
27’1_\/50 n U/_\/ﬁn)

Jn = \/EIan

donc :

et d’apres la question Q5 :
1 [m N3 N3
IV e 2 e

T
On en déduit que la suite (J,),., converge vers \/2_, d’ou le résultat.

Soit t € Ry. Pour tout n € N assez grand, c’est-a-dire tel que n > t?, on a t € [0, /n[ et donc :

U (t) = (1 - t2>n _ (),

n

Or, pour tout n au voisinage de 400, on a :
t? t?
nln (1—) ~ n X (—) ~ —t2
n ) n—-+oo n | n—+oo

2
Donc : lirf nln (1 — ) = —t2. Alors, par continuité de '’exponentielle en —¢2 :
n—+4o00 n

VieR,, lim u,(t)=e¢ "

n—-+o0o

.. . 42
Ainsi (u,),5, converge simplement sur R, vers t — e™".

D’apres la formule de Taylor avec reste intégral, appliquée a la fonction exponentielle a 'ordre 1
en 0, on a:

1
Ve eR, €= 1—|—a:+9c2/ (1 —t)e™dt > 1+,
0
du fait que 2 > 0 pour tout z € R, et (1 —¢)e’® > 0 pour tout ¢ € [0,1] et tout z € R.

Déduisons-en l'inégalité demandée sur u,. Soient n € N\ {0} et ¢ € [0, y/n]. En prenant z = —&

n’?
2
on obtient : 1 — % < e . Or ces quantités sont positives pour ¢ € [0,/n] donc, en utilisant la
croissance de ’application x +— 2™ sur Ry, on obtient :

2\" e
un(t)=11——1] <e .

n

De plus, u,(t) = 0 pour tout t € [0,\/n] (eneffet : 0 <t < Vn<= 02> —t*> -n<= 0>
2 2 , , PRy

—% > 1< 1>1- % > 0), donc l'encadrement de ’énoncé est vérifié pour ¢t € [0,+/n].

Si t €]n,+oo[, on note que l'encadrement est trivial, car u, est nulle sur cet intervalle et on a

e~ > 0 pour tout t €]\/n, +-00[ : d’ott le résultat.
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Q9. Nous allons montrer : K = % hm Jn, grace aux questions précédentes et au théoreme de
n—

convergence dominée, dont nous recapltulons les hypotheses : pour tout n > 1, 'application u,
est continue par morceaux sur Ry, et la suite de fonctions (u,),>; converge simplement sur R
vers f it — et qui est également continue par morceaux sur R.. De plus, d’apres la question
précédente :

Vi € [0,400], |un(t)] = un(t) <e . (HYPOTHESE DE DOMINATION)

Vérifions que 'application ¢ : t — e~ est effectivement intégrable sur [0, +o00] : elle est continue

par morceaux sur [0, +00[, donc le seul probléme éventuel d’intégrabilité est au voisinage de +00;
o R PN . , . 42
or elle est positive, et d’apres le théoréme des croissances comparées on a: lim 2= = 0. Donc :

t—+o00
1
o=, .. (7):

1
et la fonction de Riemann t — 2 est intégrable au voisinage de +00 car son exposant est 2 > 1,
donc par comparaison ¢ est aussi intégrable au voisinage de +o00.
Le théoréme de convergence dominée s’applique donc. Ceci démontre d’une part que 'intégrale

+oo +00
/ fdt = / et converge, et d’autre part qu’on a :
0 0

vn 2 n 400 +o0 +o0 5
lim (1 - ) dt = lim [ un(t)dt = / F(6)dt = / et at.
0 0 0

n—00 n n—oo Jq

Faisons a présent le lien avec K. Tout d’abord, le changement de variable u = V2t (choisi de sorte
2

que : t? = %), licite parce que 'application t V2t est de classe C! et strictement croissante

sur R, montre que l'on a :

+oo +o0 f 2t)2 dt 1 too 2
/ e_tzdt:/ e o0 V2 e 2 du.
0 0 V2 \/_
Rappelons que la formule du changement de variable conserve la nature des intégrales. Ainsi

L oo 42
I'intégrale / e~ zdt converge, et on a :
0

/0 “Tdt = x/_/

Ensuite, le changement de variable u = —t dans l'intégrale du membre de gauche montre que
0
I'intégrale /

—00

2 +oo 2
e~z dt converge également, et est égale a / e~z dt (on utilise la parité de
0

t2
too L
I'intégrande). On en déduit d’une part que K = / \/_dt converge, et d’autre part, grace a

tout ce qui précede :

m/m “Sdt = \/227/;% T dt = f/\g_i O+°° e dt = ;%ngrfoo Oﬁ (1 - i)ndt.
En définitive, on a bien montré qu'on a : K = nl_l}I_{loo f‘] Or, d’apres la question Q 6, cette
limite est égale a % X @ = 1. Par unicité de la limite :
K =1
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Q 10.

+o0 2
Remarque. Grace aux questions précédentes, la convergence de / e " dt peut se démontrer
0

. 7z \ : —_ 2
rapidement sans le théoréme de comparaison. En effet, comme ¢ — e~
X

sait que 'application x / e~ dt est croissante, et donc qu’elle admet une limite soit finie,

est positive sur R, on

0
soit infinie. Mais elle ne peut étre infinie; sinon, par caractérisation séquentielle de la limite, la

Jn
suite ( / e_tht> aurait aussi une limite infinie, et ce n’est pas le cas d’apres la question
0
xn>1 2 —+oc0 9
Q6. Ainsi 1_1>m e " dt doit étre finie, ce qui prouve la convergence de I'intégrale / e "dt.

Partie 1II — Calcul d’une majoration

Pour tout z € [0 1} on a ;= > 0, et on peut donc poser :

g(:v):2w+ln(1:_$).

x
Il est facile de vérifier qu’on a bien, pour cette définition de g :

l1—2z
1+zx

wefol], 12 o
Y 2 )

De plus, pour tout x € [O, %} on a, d’apres la formule de Taylor avec reste intégral, a 'ordre 2 en

0:

1—t
In(1—2) =
n(l—z) 2'1—tx ’
et : 2 1 )22'
—t
(e e T /* |
(Itz)=v—F+o 21(1 + tx)?

donc, pour tout x € [O, %} :

() = -2 /01(1 s ((1 _1m>3 + a _|_1tg;)3> dt

Or,pourtout(t,x)e[(),l]x[O,%},onal—%<1—tw<1et1<1+t$<1+%,etdonc:
1 +1 1 n 1 1+ 1
(1/2)3 137 (1—tx)3  (1+tx)d ™ 13 (3/2)3°
T T

27

On en déduit, pour tout = € {0, %} , sans oublier de renverser I'inégalité du fait de la multiplication

par —2° <0 :
5 (7 2 3 39 2
—9x-/(1—t)dt<g(x)<—x (1—t)dt
0 27
1 1—-1)3]" 1
c’est-a-dire, étant donné que : / (1—1t)*dt = [—( ) ] =—:
0 3 0 3
35
—32% < g(2) < — 52’
3z < g(x) 573"

On en déduit d’une part que g est négative sur [0, 2} et d’autre part qu’on a :

1 35
- < _TY ) 43
vz € [o, 2} . Jg(x)] < max (37 27_3)x ,

6
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Q11.

Q12.

d’ott le résultat, en posant M = max (3, %) = 3.

Remarque. Sans suivre I'indication de I’énoncé, on peut montrer plus rapidement ’existence de
M > 0 tel que : Va € [O, %}, lg(z)| < Mz3, ainsi : on remarque que l'application z % est

continue sur }O, %] en tant que quotient de fonctions clairement continues dont le dénominateur

ne s’annule pas, et au voisinage de 0 on a :

2 3

g(z) 2 Im(l-z)—ln(l+z) 2 _x_%_%_(x_%+%>+0(953)

2
_ = _ = z—0 __=
3 :1:2+ 3 :172jL x3 3+x9>0 OF
donc : lim g:f: 2) — 3, ce qui montre que x — g( ) se prolonge en une application continue sur le

z—0

SEGMENT [0, 2} Par le théoreme des bornes atteintes, il existe un réel M € R (nécessairement
positif, puisqu’il majore une quantité positive) tel que :

g(x)

VxE}O,l}, < M,

2

d’ott le résultat aprés multiplication par 3 > 0. Pour x = 0, I'inégalité reste trivialement vraie,
puisque g(0) =0 et Mz® = 0.

Soit k € [n+1,2n]. On a :

Von (2n 2n (2n)!
aen _ 32 (8) (V) _wotm _ ol
TR (R (R 0 S ORI
Or :
n! jl:llj n il k—n—1 k—n—1

(2n—k;)!:2”_—k = H g n—i)=n H (n—1).

1 j:2n—k+1
i

Pour comprendre les valeurs prises par I'indice du produit, notez que 2n—k+1 < j < n équivaut,
apres opérations élémentaires, a : 0 <n—j < —n+ k — 1. De méme :

U R 1 B 1

T S S
IR IIn+i) &k II (n+1)
Jj=n+1 =1 i=1

Par conséquent, en reprenant le calcul plus haut :

z\s.

Gk _pp ML mo iy
7_1_[ 'Xk H

n,n -1 Nt i=1

?T‘ﬁ

§\@

d’ou le résultat.

Soit k € Ntel que n+1 < k < 37"4—1. Appliquons la question Q 10, avec x = %, oui € [1, k—n—1].
C’est possible puisque, avec ces hypotheses sur i et k, on a bien = > 0 et :

gk—n—1<3n/2+1—n—1:1

3|
3
3

5
On a alors, d’apres cette question :
. ) k—n—1 k—m—1 ) k—m—1 )
kon-l % hnl () w24 ¢ Z a(+) _(k=n-1)(k—n) ’ (%)
11 3 < I e (D =e ™ 5 xe & =e n X e i=1 .
i=1 n i=1
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k—n—1 .
Posons : by, = > g (i) On a alors, d’apres ce qui précede et la question précédente :
i=1

_(k=n—1)(k—n)

Ak
—% =_—xe n x ePhn

n
Unn K '

et il reste & montrer qu'on a bien : |by,| < X (k—n— 1)*. Pour cela, on utilise I'inégalité
triangulaire et la question Q 10 encore une fois :

M k—n—1 . M k—n—1 M
<E > Z3<ﬁ > k=n-1PF=—-(k—n—-1>x(k—n-1),

3
i=1 i=1 n

|bk,n

la derniere majoration se justifiant parce qu’on somme k —n — 1 fois le nombre k£ —n — 1 (qui ne
dépend pas de l'indice de sommation). Ainsi :

M
bl < = (k—n—1)",
n

et : a n
k, (1) (ke
no_ D bn g k) (k)
U, k

ce qu’il fallait démontrer.



