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Probléme :
1. Considérons ]
firx— F——

(a) Justifier que f est de classe € sur R.

(b) Déterminer les variations de f et de f’ sur R.
Pour votre information, les seuls réels utilisés dans le tableau de variations de f" sont —1, 0 et 1.

(c) Montrer que pour tout z € R, f(z) = z si et seulement si 23 + 22 + 2 — 1 = 0.
En déduire que f posseéde un unique point fixe, noté «, et que o € [%, 1].
(d) Déterminer le développement limité de f en 0 a l'ordre 3.
Que peut-on en déduire sur la courbe représentative de f au voisinage de 07
(e) Tracer la courbe représentative de f a I’aide de ces renseignements.

2. On définit la suite (u,), y par :

neN

1

up=1 e VneN 3 =——7—
0 T w2

) Justifier que, pour tout n € N : é <u, <1.
) Montrer qu'’il existe une constante C' €]0, 1] telle que : Vx € [%, 1} Jf ()] < C.
(¢) En déduire : Vn € N, |u,, — | < C™. Conclusion ?
) Déterminer un entier naturel n explicite tel que u, soit une valeur approchée de o & 1073 pres.
) Montrer par récurrence que, pour tout n € N, il existe un unique polynéme P, € R[X] tel que :
Po(x)

Ve eR, fM(z)=
T f ([E) (1+w+x2)n+l

De plus, pour tout n € N, P, est de degré n, de coefficient dominant (—1)"(n + 1)! et vérifie
Pr = (14X +X?) P, = (n+1)2X +1)P,

(b) En remarquant que, pour tout « € R, (1 + z + 2?) f(2) = 1 et en utilisant la formule de Leibniz,
établir que, pour tout n € 2, +oof :

Po+n(2X + 1Py +n(n—1) (1+ X + X?) Py =0

(c¢) En déduire, pour tout n € N* : P/ = —(n+ 1)nP,_;.
(d) Montrer que, pour tout n € N*, les polynémes P, et P,_; n’ont aucune racine réelle commune.

(e) En déduire que, pour tout n € N, P, n’admet pas de racine réelle multiple.



On désire améliorer ce résultat en prouvant que, pour tout n € N, P, possede exactement n racines réelles
deux a deux distinctes. Nous devons établir au préalable une généralisation du théoreme de Rolle.

4. Soit a, un réel fixé et g, une fonction définie, continue sur [a, +o00[ et dérivable sur Ja, +oo[ vérifiant

gla)=0 et lim g(z) =0.

r—r—+00

On définit la fonction ¢ sur le segment [Arctan(a), g} par :

© (g) =0 et Vxe [Arctan(a), %{,gﬁ(l’) = g(tanz).

Prouver qu’il existe d €]Arctan(a), 5[ tel que ¢'(d) = 0.
En déduire l'existence de ¢ €]a, +00| tel que ¢'(¢) = 0.
Vérifier que P, admet aucune racine, que P; a une seule racine qui est réelle, et que P, possede
exactement deux racines, qui sont réelles et distinctes.
Soit n € [2,+00[ : on suppose que P, posseéde n racines réelles distinctes, notées et classées
comme : a1 < g < -+ < Q.

i. Montrer que la fonction f"*!) s’annule au moins (n — 1) fois sur I'intervalle Jay, as,|.

ii. Montrer que la fonction f"*!) s’annule au moins une fois sur I'intervalle ]a,, +00[.
De méme, prouver que f*+ s’annule au moins une fois sur U'intervalle | — 00, aq].

iii. En déduire que le polyndéme P, ; posséde exactement (n + 1) racines réelles distinctes.

Conclure.



Corrigé

Probléme :

1.

(a)

(b)

()

La fonction f est de classe € sur R car inverse d’une fonction polynomiale de degré 2 avec

discriminant strictement négatif. /1
On a, pour tout x € R, f'(z) = —% et /2
@ 20+ z+2%)? =222 + 1)*(1 + = + 2?) —(14z+2*) + (22 +1)?
fox) = - =2
(14 2+ 22)* (14 x+22)3
6x(x +1)
(T4 +a?)3
x —00 —% 0 1 +00 x —00 —1 0 +00
f'(x) + 0 - () + 0 - 0 +

f(z) O/gw‘é\‘o f'(x) 0/1\_1/0

Soitz €R, f(z) =2 < 1l=z(@*+z+1) <= *+22+2-1=0.

Posons g : z — x® + 2% + o — 1 qui est de classe € sur R et ¢'(z) = 322 +2x +1 > 0
pour tout x € R. Donc ¢ est strictement croissante. De plus, g(%) = ;—3 -1 = —;—‘71 < 0et

g(1) =2 > 0. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, Jla € R, g(a) = 0 i.e. f(a) = a.

De plus, o € [%, 1}. /2

S SRS 2 1 g 2 _ .3 3
Pour tout z € R, f(7) =, otu=z+x mO.OrlTuuzol u+u® —u’ + o(u’).

Par conséquent,

flx) = 1—(x42°) + (z+2%)° — (x4 2°)° + o((z + 2?)*)

z—0

:01—x+x3+o(x3)

T—r

Par conséquent, la courbe représentative de f se situe au-dessus de la tangente d’équation

y = 1 — x au voisinage a droite de 0 et en-dessous au voisinage a gauche de 0. /2

n

2. (a) Pourtoutn € N, u, 1 = f(uy). Or, ug € [%, 1} et d’apres le tableau de variation de f, I'intervalle

[%, 1} est stable par f. Par conséquent, pour tout n € N : é <u, <1. /1




1
3

(b) La fonction f’ est négative et croissante sur { 1}. Par conséquent, pour tout z € {1,1},

(@) =—f(z) < —f(3) =

5
3_, = 15 On notera par la suite C' =

13\ 2 169
9

(c) D’apres I'inégalité des accroissements finis, Vz,y € [%, 1}, |f(z) = f(y)] < Clx—1y]|. Soit n € N,

135

169 /1

pour x = u, et y = «, on obtient |f(u,) — f(a)| < Clu, — af i.e.|upy1 — o < Clu, — af don
|up, — ] < C™ug —af <C™. Or C™ —>0douun — . /1
n—+o0o n——+00
(d) Soitn e N, C" <1072 <= nlog(C)< -3 < n> ﬁ
135
Ainsi, pour n = L(?’MQ)J + 1, u, est une valeur approchée de a & 1072 pres. /1
o8\ 135
3. (a) Unicité. Soient P,Q € R[X] tels que : Vz € R, f(z) = (Hx]jr(;))nﬂ = (Hﬁ(;))nﬂ alors

P(z) = Q(z) pour tout = € R. Donc, P et ) coincident sur une partie infinie de R donc P = Q.
FEzistence. Notons, pour tout n € N, la propriété P(n) suivante : il existe un polyn@me P, € R[X]

de degré n et de coefficient dominant (—1)"(n + 1)! tel que : Vo € R, f™(z) = %

Montrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N.
Initialisation : f© : 2 — 2% o4 By = 1. On a deg(Py) = 0 et cd(Py) = 1 d’ott P(0) est vraie.

1+z+a2
Hérédité : soit n € N, supposons qu'il existe un polynéme P, € R[X] de degré n et de coefficient
dominant (—1)"(n + 1)! tel que : Vo € R, f(™(x) = ﬁ Alors, pour tout x € R,
) () — P(x)(1+z+2?)"™ — P(x)(n+1)(2z + 1)(1 + z + 2)"
(1 +ZE +x2)2n+2
_ Pl(x)(14+z+2*) — Py(x)(n+1)(2zx +1)
(14 x4 22)"*?
Posons P,y = (1+ X + X?) P, — (n+1)(2X + 1)P,, alors f "+1)(:c) = % pour tout
r € R. Deplus, P,y = (n X cd(P,) — 2(n + 1)cd(P,)) X" +- —(n+1Ded(P) X" +. ...

Par conséquent, deg(P,,1) = n + 1 et cd(P,) = (=1)""(n + 2)' d’ou P(n + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, il existe un polynéme P, € R[X] de degré n, de coefficient

dominant (—1)"(n + 1)! tel que : Vo € R, f)(z) = %. /4

(b) Soit n € [2,+oo[. Notons g : x — 1+ x + 2% On a fg qui est constante en 1 donc (fg)™ = 0.

Par ailleurs, d’aprés la formule de Leibniz, (fg)™ = Z < ) F=R g Qo pour tout = € R,
k=0

(19)70) = (44220 + (204 D0f ) +2( ) 020

_ Py(x) +n@2ex+1)P,q(x) +n(n—1) (1 +z +2?) P,_5(x)
(1+z+22)"
Par conséquent, le polynéme P, +n(2X +1)P,_; + n(n — 1) (1 + X + X?) P,_, coincident sur

R avec le polynéme nul, ¢’est donc le polynome nul. /2

(c) Soit n € N*, d’apres la question 3)b), P, 11+ (n+1)(2X+1)P,+n(n+1) (1+ X + X?) P,_; = 0.
Par ailleurs, d’apres la question 3)a), P,y1 + (n+1)(2X +1)P, = (1+ X + X?) P..

Par conséquent, P, = —(n+ 1)nP,_;. /1

(d) Soit n € [2,4+o00[. Supposons par I’absurde qu’il existe 5 € R tel que P,(f) = P,_1(8) = 0. Par
conséquent, P, _5(f) = 0 d’aprés la question 3)b) (car 52+ 3+ 1 # 0). En itérant le procédé, on
remarque que Py(5) = 0 pour tout k € [0,n]. En particulier, Py(3) = 0. Absurde car Py = 1.
Pour tout n € [2,+o0[, les polynémes P, et P,_; n’ont aucune racine réelle commune, ce qui

est encore vraie pour n = 1 car Py = 1 n'admet pas de racine. /1




(e) Pour tout n € N*, P, et P! ont les mémes racines d’apres la question 3)c). Par conséquent,

les polynémes P, et P/ n’ont aucune racine réelle commune donc P, n’admet pas de racine

réelle multiple (ce qui reste vraie pour n = 0). /1

4. Soit a, un réel fixé et g, une fonction définie, continue sur [a, +00[ et dérivable sur ]a, +oo[ vérifiant

D.

(b) Soit n € [2,+oc[ : on suppose que P, posseéde n racines réelles distinctes, notées et classées

gla)=0 et lim ¢g(z)=0

T—>+00

(a) La fonction ¢ définie sur [Arctan(a), g} par ¢ (g) =0etVre [Arctan(a), g[,gp(x) = g(tanz)

est une fonction continue sur {Arctan(a), g[ par composée. De plus, par composée également,

p(z) = g(tanz) — 0= ¢(3), donc ¢ est continue sur [Arctan(a), g] Par composée encore,
CE—)§
est dérivable sur }Arctan(a), g{ On remarque que p(Arctan(a)) = g(a) =0 = ¢ (g) D’apres

le théoreme de Rolle sur ¢, il existe d €]Arctan(a), 5[ tel que ¢'(d) = 0. /2
(b) Pour tout x €]Arctan(a), 5[, ¢'(z) = %. D’ou ¢'(tan(d)) = 0.

En posant ¢ = tan(d), ¢ €]a, +oo| et ¢'(c) = 0. /1
(a) D’apreés la question 1)b), Py = 1 admet aucune racine, P, = —2X — 1 a une seule racine (—3)

qui est réelle et Py, = 6X (X + 1) possede exactement deux racines (0 et —1), qui sont réelles et

distinctes. /1

comme : a1 < g < -+ < Q. /2

i. Pour tout k € [1,n], f™ (ax) = % = 0. On peut donc utiliser le théoreme de
aptag

Rolle pour f™ sur les intervalles [, @i 41] pour tout @ € [1,n — 1]. Par conséquent, pour
tout i € [1,n — 1], il existe B; €]ay, aip1[ tel que fO+HD(3;) = 0.

ii. Ona f™ (a,) =0 et ll)I_{l f™(z) = 0 car deg(P,) < deg ((1 + X + Xz)nﬂ). D’apres le

x e}

théoréme de Rolle généralisé, il existe 3, €]ay,, +oo[ tel que f™+(3,) = 0.
Avec les mémes arguments, il existe 3y €] — 0o, o[ tel que f" 1 (5,) = 0.

iii. La fonction "V s’annule en Sy, ..., 3, qui sont (n + 1) réels distincts. Par conséquent,
pour tout i € [0,n], Por1(8:) = f™ (8:) (1 + B + B2)"* = 0. De plus, deg(Poy1) =n+1,
donc le polynéme P, possede exactement (n + 1) racines réelles distinctes.

(c¢) La récurrence est établie grace a l'initialisation prouvée dans la question 5)a) et a I’hérédité

prouvée dans la question 5)b). Pour tout n € N, P, posséde exactement n racines réelles deux

a deux distinctes. /1




