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PREPAS ELBILIA

Prépas PS|

Feuille d'exercices

Intégrales a un paramétre

Régularité des intégrales & paramétre

Exercice 1

+oco efwt
On considére la fonction f : z — /
0

1+t
1. Démontrer que f est définie sur ]0, 4o0].

dt.

2. Justifier que f tend vers 0 en +o00.

1
3. Démontrer que f est solution sur ]0, +oo[ de 'équation 3" +y = .

Exercice 2 (d’aprés CCINP 2019 - PSI)

On considére la fonction f définie sur R par :
+oco )
Vr eR, f(x)= / e~t1=ite) gy
0
1. Montrer que la fonction f est bien définie sur R.
“+o0o
Pour tout p € N, on note I', = / tPe™t dt.
0

2. Pour tout p € N, justifier 'existence de I';, et déterminer une relation entre

Fp+1 et Fp.
3. En déduire, pour tout p € N, la valeur de I',.

4. Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R et déterminer, pour tout
z € Ret tout p € N, fP)(z).

Exercice 3 (d’aprés oraux CCINP MP)

1. Enoncer le théoréme sous le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.
+oo
2. Démontrer que la fonction f : z +— / et cos(xt) dt est de classe €1 sur R.
0

3. a) Trouver une équation différentielle linéaire (F) d’ordre 1 dont f est solution.
b) Résoudre (F).

Exercice 4 (d’aprés oraux CCINP MP)
On pose : Vz € 10, +oo[, Vt € 10, +oo|, f(z,t) =e t t*~1.

1. Démontrer que pour tout x € 0, +oo[, la fonction ¢ — f(x,t) est intégrable
sur ]0, +o0].

+o00
On pose alors : Vz € ]0, +oo[, I'(x) = / o=t =1 gy
0

2. Pour tout z € ]0, +oo], exprimer I'(z + 1) en fonction de I'(x).

3. Démontrer que I' est de classe € sur ]0, +o0o| et exprimer I"(x) sous forme
d’intégrale.

Exercice 5 (d’aprés CCINP 2016 - MP)

1. Soit x € 0, 4o0].
Démontrer que la fonction t — e~t t*~1 est intégrable sur |0, +oo].

2. On note alors, pour tout z € ]0, +oo] :

“+o0o
[(z) = / e it at
0

(fonction Gamma d’Euler)
Démontrer : Vz € 0, 4+o0[,I'(z) > 0.

3. Démontrer que I' est dérivable sur 0, +o00[ puis exprimer I'V(x) sous forme
d’intégrale.




Exercice 6 (d’aprés CCINP 2015 - PSI) Exercice 7 (d’aprés CCINP 2020 - PSI)

"inté T gin(t too
1. L’intégrale de Gauss , Pour 2 > 0, on note : F(z) = / sin(t) )e_m dt, G(z) = / e sin(t) dt
a) Montrer que l'intégrale de la fonction f : ¢ — e™% est convergente sur N 0 t 0
o
R+ et H(z) = / e " cos(t) dt.
0

b) Montrer que les fonctions F' et G définies sur Ry par :
Montrer que : Vt € Ry, |sin(¢)| < ¢.

Montrer que les fonctions F'; G et H sont bien définies sur |0, +oo|.

z ) 2 1 o—a® (t°+1)
Yz eRy, F(z) = </ et dt> , G(x) :/ - dt
0 0

2+1 Montrer que lim F(z) = 0.
T—+00

sont de classe €' sur R, puis préciser les dérivées d’ordre 1 de F et de Montrer que F est de classe ¢ sur ]0, +oo| et exprimer F” & l'aide de G.
G. Trouver une expression simple pour G et pour H.
¢) Montrer que : (on pourra calculer H(x) + iG(x))

Ve eRy, F'(z) +G'(z) =0
et en déduire la valeur de F' + G.

U N

+oo
En déduire, pour « € |0, 4+00[, la valeur de / e ' cos(at) dt.
0

6. En déduire une expression simple pour F. Que vaut F'(1)?
d) Montrer que :

lim G()=0 et lim F(z)= Exercice 8 (d’aprés Centrale 2023 - PSI)

0

r—400 r—+00 Z +oo 2

1. Montrer que 'intégrale / e " dt est absolument convergente.
0

e) En déduire que :

oo, N On étudie les fonctions f et g définies par :
/ (§] dt = 72 1 e_(t2+1) 22 T ,
0 f(zx) :/ —y— dt et g(x) :/ et dt
2. Les fonctions u et v 0 t=+1 0

a) Montrer que les fonctions : 2. Montrer que f est définie sur R et qu’elle est paire. Calculer f(0).
3. Montrer que f est de classe ¢! sur R et donner I'expression de f(z).
u(t) = /+Oo e " cos(tz) dr et o(t) = /+OO e " sin(tx) d 4. Montrer que g est définie et de classe ! sur R.
0 v 0 v 5. A 'aide d'un changement de variable affine, montrer :
sont bien définies et de classe € sur R. Vz e R, f(z) = -24'(z) g(x)
6. Vérifier : Vo € R, f(z) = % - (g(x))2

—+00

+o0
7. En déduire lim g(x), puis conclure : / et =Y
X
0




Exercice 9
cos(t)
t+x

1. Justifier que f est de classe € sur |0, +oo[, et étudier les variations de f.

2
On considére la fonction f : x — / dt.
0

2. Déterminer la limite de f en +oo0.

Exercice 10
1
1+¢=

+o0o
On considére la fonction f : x — / dt.
0

1. Déterminer le domaine de définition de f et démontrer que f est continue

sur ce domaine de définition.

2. Démontrer que f est de classe € sur |1, +o0[ et que pour tout z > 1 :

f(@) = /:Oo m (;2—1> dt

En déduire le sens de variation de f.

3. Déterminer la limite de f en +oc.

Exercice 11 (d’aprés CCINP 2023 - PSI)

On considére la fonction f : R — R définie par :
Ve eR, f(x)= / cos (z sin(t)) dt
0

1. Montrer que f est bien définie sur R.

2. Montrer que f est de classe € sur R et donner des expressions sous forme

d’intégrales de f'(x) et f”(z) pour tout x € R.

Exercice 20 (d’aprés E3A 2024 MPI)

Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues et bornées sur R & valeurs
réelles. On note, pour f € E, No(f) =sup {|f(x)| | x € R}.

1.

to

Questions de cours

Rappeler 'ensemble de définition, la parité, 'ensemble de dérivabilité et la
dérivée de la fonction = — arctan(x).

En déduire le tableau des variations de la fonction arctan ainsi que 'allure de
sa courbe représentative dans un repére orthonormal en faisant apparaitre
sa tangente en 0 et ses éventuelles asymptotes.

Justifier que arctan est élément de E et donner Ny (arctan).

4. Soit v une fonction dérivable sur un intervalle I de R.

Calculer la dérivée de la fonction ¢ +— arctan(v(t) ).

On rappelle que la dérivée de la fonction composée de deux fonctions u et v
dérivables est la fonction définie par (uowv)(x) = v'(z) x v/ (v(x)) sur un
intervalle correctement choisi.

5. Déterminer une expression simple de la fonction ¢ — arctan(t) 4+ arctan (%)

6. Soit f une fonction de F.

f(t)
14 ¢2

a) Montrer que pour tout x réel, la fonction ¢t — arctan(xt) est
intégrable sur [0, +00].
b) On pose, pour tout z € R :

f(®)
14 ¢2 di

+o0
O(f)(x) :/0 arctan(z t)

Montrer que ®(f) appartient a E.

¢) Montrer que I'on peut se restreindre a 'intervalle [0, +oo[ pour I’étude de
la fonction ®(f).

7. Montrer que I'on définit ainsi un endomorphisme ¢ de E.

Montrer que pour tout f € E, ®(f) est de classe € sur |0, +o0].




9. Soit fp la fonction constante égale a 1 et g = @ (fp). Exercice 22 (d’aprés E3A 2023 PSI)

a) Déterminer la limite de g en +oo. Dans tout cet exercice, i désigne le nombre complexe usuel vérifiant 2 = —1.
Les théorémes utilisés seront cités avec précision et on s’assurera que leurs
hypothéses sont bien vérifiées.

b) Pour tout > 0, exprimer ¢/(z) sous forme intégrale. 1. Pour tout # € R, donner le module et un argument du nombre complexe e??.

2. Pour tout n € N et tout ¢ € R, démontrer : sin(nm +t) = (—1)" sin(¢).

Questions de cours

1
¢) Pour tout x > 0, simplifier 'expression : g(x) + g <> _ ) ) o
x 3. Soit (an)nen une suite de réels, décroissante et de limite nulle.

a) Justifier que la série Y (—1)"a, converge.

Exercice 21 (d’aprés E3A 2023 PC) n>0
1 . N -
Pour tout n € N et tout z € R, on pose : I,(z) = / (1- tz)ncos(t z) dt. b) Pour tout entier naturel p, justifier que la série > (—1)"a, converge.
0 nzp
1. Etudier la parité des fonctions I,,. Sa somme sera notée Ty
2. Prouver que les fonctions I,, sont de classe €' sur R. c) Justifier que la suite (7p)pen converge et donner sa limite.
3. Démontrer que, pour tout = € Ret tout n € N: I/ (x) = TN Inii(x). d) Rappeler le signe de T, suivant les valeurs de p.
. (n +1) 4. Soit f une fonction continue sur R a valeurs dans R.
4. Prouver par récurrence sur l’entier naturel k, que la fonction I,, est, pour N
tout n € N, de classe €% sur R. Justifier que la fonction z +— / f(t) dt est de classe €' sur R% et que sa
Soit n un entier naturel fixé. 0

f(Vz)
2z

On admet que le résultat reste valable pour une fonction f continue sur R a

5. Calcul de I,,(0) dérivée est la fonction x —

a Déterminer, pour tout entier naturel p, une relation entre I,,11(0) et 1,(0).

b En déduire l'expression de I,,(0) a l'aide de factorielles. valeurs dans C.
n (_1)k
6. Calculer la somme : ) ) * Kk ok ok
=0 2k+1) k! (n—k)! 1 giz(1412)
Le résultat sera exprimé a l’aide de factorielles. 5. Soit F la fonction définie sur R et & valeurs dans C par F'(x) = / Tie dt.
0

7. Donner le développement en série entiére au voisinage de 0 et son domaine

On rappelle que si ¢ est une fonction dérivable sur R & valeurs réelles, alors la
de validité de la fonction u — cos(u). ppoed ¢

dérivée de la fonction complexe x — ¢ est la fonction z — i ¢/ (z) ' (@),
8. Montrer que la fonction I, est développable en série entiére au voisinage de

Démont F est de cl Usur R.
0 et déterminer le domaine de validité de ce développement. a) Démontrer que I est de classe 7 sur

. . . On vérifiera les hypothéses du théoréme utilisé.
Chaque coefficient sera donné sous forme d’une intégrale et on citera avec fi wp

précision les théorémes utilisés. b) Démontrer que pour tout z > 0,

9. Quel résultat démontré antérieurement retrouve-t-on sur la fonction I, ?

P VAT
F'(z) = @ e du
VI o




Exercice 23 (d’aprés E3A 2023 MP)

Questions de cours

1. Soient a et b deux réels avec a > 0. Choisir sans justification ’expression

correcte de a’ :
(A) ebnla),
(B) eon(),
(C) eMn(@) @),

2. Soient z et y deux réels tels que z < y et ¢ un réel de ]0, 1.
Comparer t* et tY.

3. Donner, sans démonstration, le développement en série entiére de la fonction

exponentielle réelle et donner son domaine de validité.

—+00
4. On consideére la fonction I'" définie par I'(x) = / t*le™t dt.

0
On admet que cette fonction est définie sur |0, 400 et que, pour tout > 0 :

MNz+1)=2zT(z)

Calculer I'(1) et en déduire, en effectuant un raisonnement par récurrence,

la valeur de I'(n + 1) pour n € N.

* ok ok % %

Pour x € R, on note, lorsque cela a un sens :

1
F(z) = / " dt
0

ot, comme il est d’usage, t*" = ("),
5. a) Déterminer ’ensemble de définition de F'.

b) Déterminer le sens de variation de F.

1
¢) Démontrer que pour tout x réel positif, on a : F(z) > 3

d) Démontrer que F' est continue sur son ensemble de définition.

e) Déterminer lim F(x)et lim F(z).
r—+00 T——00
Les théoréemes utilisés seront cités avec précision et on s’assurera que leurs
hypotheéses sont bien vérifiées.
f) Dresser alors avec soin le tableau de variations de F' et donner une allure

générale de sa courbe représentative dans un repére orthonormal.

1
On admettra que F’'(0) = 1 et on tracera la tangente au point d’abscisse

z = 0.
6. Soit x un réel strictement positif. Pour tout entier naturel n, on note g, la
t"* In™(t
fonction définie sur |0, 1] par g, (t) = 7'()
n!

a) Démontrer que la série de fonctions ) g, converge simplement sur ]0, 1]
neN
et donner sa somme.

1
b) Démontrer que, pour tout n € N, /0 lgn(t)| dt = % m
7. Etablir enfin :
Fa)= 5 0
=0 (1+nz)"+!
Exercice 24 (d’aprés E3A 2022 PSI)
1. Question de cours

Soit f une fonction continue sur R, a valeurs réelles et T-périodique.

x+T T
f(u) du = /0 f(u) du.

* %k %k ok ok

Montrer que : Vz € R, /

T

On se propose de déterminer des fonctions y de classe €2 sur R et vérifiant,
pour tout z € R, la relation :

2y (z) + ¢/ (x) —dwy(x) =0 ()

Soit F' la fonction définie sur R par :

1 2
F:xw— F(z) = o / exp (2z cos(t)) dt
0




1. Quelques propriétés de la fonction F' Exercice 25 (d’aprés E3A 2022 PC)

a) Etudier la parité de la fonction F. Les théorémes utilisés seront cités avec précision en s’assurant que toutes leurs
On pourra utiliser le changement de variable w = m —t et la question de  hypothéses sont bien vérifiées.
CoUTs. 5

—_ (_1\n n
b) Pour tout couple (z,t) de R x [0, 27], on pose h(x,t) = exp(2z cos(t)). Pour tout n € N, on pose un = (-1) /0 cos™ (t) dt.

. . . 1 .
(i) Justifier que la fonction z — h(x,) est de classe ¥~ sur R. 1. Etude de la convergence de la série de terme général u,

(it) Prouver que pour tout k£ € N*, la fonction ¢ — al;k(x, t) existe et est a) Vérifier que la suite (Juy|) est décroissante.
continue sur [0, 27]. b) Montrer que la suite (|u,|) tend vers 0.
(iit) Soit I un segment de R. Montrer que pour tout entier naturel k non ¢) Prouver que la série 27@ o Un CONVerge.
nul, il existe un réel positif My tel que : 2. Calcul de la somme de cette série
V(z,t) € I x[0,27], 0 < ‘ (;];Z(x,t) ' < My, a) Soit t un réel. Linéariser cos? (;)

. ATias . . 00 3 1
(iv) En déduire que F' est de classe € sur R. b) En déduire [ — / &t
(v) Donner pour tout z réel et tout k € N\ {0} une expression de F*) (z) o 1+ cos(?)
sous la forme d’une intégrale. c¢) Intégration terme a terme?
c¢) Montrer que F vérifie la relation (xx). (i) Déterminer une relation de récurrence entre |uy42| et |uy|.

2. Développement en série entiére de F' o )
(it) Démontrer par récurrence sur n € N : Vn € N, |u,| >

a) Donner le développement en série entiére au voisinage de zéro de la fonc- n+1
tion exponentielle et son domaine de validité. (iit) Peut-on utiliser un théoréme d’intégration terme & terme pour les
b) En utilisant la question précédente, montrer qu'il existe une suite (I,)nen séries de fonctions pour calculer la somme de la série > u, ?
400 n=0
de réels tels que : Vo € R, F(z) = ZO Lnz™ On justifiera rigoureusement la réponse.
n—=
2w d) On pose, pour tout t € [0; 5| et tout n € N :
ou I, s’exprime simplement & ’aide de l'intégrale J,, = / (cos(t))™ dt. / pose, P 0:3]
0 n
On citera les théoremes utilisés en s’assurant que toutes leurs hypothéses vp(t) = (=1)"cos™(t) et V,(t) = > vi(t)
sont bien vérifiées. k=0
c) Calculer Jy et J;. En appliquant le théoréme de convergence dominée & la suite de fonctions
. . . . 4 +00
d) Soit n > 2. Déterminer une relation de récurrence entre J,, et J,_s. (Vi)men, caleuler la valeur de 3 wun.
e) En déduire, pour tout n € N, une expression de J,, en fonction de n. n=0

f) Comparer alors les fonctions F' et g.



Exercice 26 (d’aprés E3A 2022 MP) Exercice 27 (d’aprés E3A 2022 PC)

400 400 . 2
1. Pour tout = € R, on pose, lorsque cela est possible, I'(z) = / t*"Le " dt.  Onpose pour tout € R, lorsque cela est possible, flz) = / <smt(t)> e %t dt.
0 0

a) Déterminer ’ensemble de définition A de I'. 1. Continuité de f

b) Démontrer que pour tout = € A, [(z + 1) = 2 ['(z). a) Montrer que I'on peut prolonger par continuité sur Ry la fonction ¢ —

sin(t) \ 2
c) On admet que I’ <;> = /7. < t > )

+o0
b) Montrer que 'intégrale / (
1

sin(t)
t

sin(t)
t

2
1
Calculer T’ <n + 2) pour tout entier naturel n. On exprimera le résultat ) dt est convergente.

a ’aide de factorielles.

2
¢) En déduire que la fonction ¢ — ( ) est intégrable sur RY .

“+o0o
2. pour tout n € N, on pose I, = / t2" exp (—t2) dt.
0 d) En déduire que la fonction f est définie et continue sur R .

a) Justifier l'existence de I,,. 2. Régularité de f

b) En utilisant la question 1. calculer I a) Soient a et b deux réels strictement positifs tels que 0 < a < b.

3. Pour tout x € R, on pose, lorsque cela est possible : On considére z € [a, b].

(i) Montrer que V¢t > 0, 0 < |sin(?)]
sin?(t)
t
(iii) Montrer que V¢ > 0, 0 < sin?(t) e ™%t < e,

N

oo t.
H(z) = /0 cos(zt) exp (—t?) dt

(i) Montrer que Vt > 0, 0 < et Lt e,
a) Donner le développement en série entiére de la fonction cos au voisinage

de 0 et préciser son domaine de validité.
b) En déduire que f est de classe €2 sur R* et donner pour tout x > 0, une

b) Justifier que H est définie sur R et 'exprimer a l’aide de fonctions usuelles. . 1 _
expression de f”(x) sous forme intégrale.

On citera les théorémes utilisés en s’assurant que toutes leurs hypothéses

. o 3. Une autre expression de f”
sont bien vérifiées.

On note ¢ un nombre complexe vérifiant 2 = —1.

4. On se propose de retrouver le résultat établi a la question 3.b) par une autre a) Montrer : V6 € R, Va > 0, |e(i9*x)t\ —

méthode. (16—z)t
En déduire : R li =Tt = Q.
a) Démontrer que H est de classe €' sur R. b) En déduire : V6 € R, Var > 0, s e =0
b) Montrer que H est solution d’une équation différentielle linéaire du pre- ¢) Démontrer : Yz € R, f"(z) = 1 x
mier ordre. , 2x (332 +4)

elt_e (23

21

. , -
c¢) Retrouver l'expression de H obtenue a la question 3.b) On pourra utiliser la formule d’Euler : sin(t) =



