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série d’exercice
Intégration sur un intervalle

Exercice 1

Convergence des intégrales suivantes et les calculer dans le cas de convergence :

b 1 tan(x) i
arctan =
1. d R 2
0/(x+1)(x+2)(x+3) * VENE: * , / 1
1 +oo tan(x)
1 xarctan(x)d 0
2. / dx 5. / ————5dx
/ (x2+1)vV1— x2 o (x2 + 1) -
~+o00 +0oo h( ) E
3. / exp(zx)dxouz € C 6. / C(;l(;;)dx 8. /ln(sin(x))dx
0 0 0

Exercice 2

Etudier l'intégrabilité de chacune des fonctions suivantes sur I :

1. %exp(l) sur I = [1,+oo| 4. exp(—tsin(t)) sur I = [0, +o0]
t t f1
In(t) 5. arccos( ) surl=[1,400]
————— surl=[1,+oo|.
VE+ 1241 exp(—t) 1i01]
3. exp(—tarctan(t))) surl = [0, +o0] C V/In(I4+HyV1- £ sur =] 2

Exercice 3

. sint
Soit g(t) = s
1. Montrer que g est intégrable sur [2,+00[ssi &« > 1.
X Q1 t
2. Montrer quesi0 < a < 1alors lim S 4t existe.Conclure!
x—+oo Jo  f®

Exercice 4

Soit (a,b) € R? tel que a < b.
1
(t—a)* (b—1)f

1. Determiner les valeurs des réels a et p pour que la fonction t :—

la, bl.

soit intgrable sur

(Ind :on effectuera le changement de variable :u=t—¥)

b
2. Calculer /

dt
JE—a) -1

Soit I'application f, g : t — oua, B R

o
t* Inf (t)

1. Montrer que : f, g estintegrable au v(+o0) < a >1ou(x =1etp > 1).
2. Montrer que : f, g estintegrableauv(07) < a <lou(x=1letp >1).
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Exercice 6

7T 7T

Soient I = /ln(sin(x))dx et = /ln(cos(x))dx.
0

1. Montrer que I converge et que | = I.

2. Ecrireque I =

+J et faire quelques changements de variable pour trouver que I = —Tn In(2)

Exercice 7

1
1. a. Montrer que :t+— —— estintégrable sur |0,1].

In(t)

t
b. Montrer que : Vx €]0,1[ : ¢ ett = ) Sonts intégrables sur |0, x|

~in (f) In(t)
2. a. Montrer que : Vx G]O,l[,/ﬁdt = /ﬁd
0

1

. Cft-1
b. Déduire que '/ln(t)dt = In(2)

0

Exercice 8
“+o00

Soient0 < a < bet f: RT — R continue et [ = / %(f(at) — f(bt))dt
0

“+00
1. Montrer que si / @dt converge alors! existe et vaut f(0) ln(g).
0

2. Montrer que si 1_1)111 f(x) =1 € Ralors I existe et vaut(f(0) — 1) ln(g). (On pourra examiner
v
1
Flxy) = [ J(f(at) = f(b)it 0 < x <)
X

3. Applications : Calculer les intégrales suivantes :

+oo +oo 1
/ %(exp(—at) —exp(—Dbt))dt ;/ 1(arctan(3t) — arctan(2t))d /Tl
0 0 0

Exercice 9 Intégrale de Gauss

1. Onnote ,pour toutn € N ,I, = [ sin"(t)dt

O\mm

a. Pour tout n € N, trouver une relation entre I, et I,,.

b. Montrer que :I,,41 ~ I, lorsque n — 400

c. Endéduire que :I,, ~ ,/% lorsque n — +-co.
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x2

2. Soit l'application f :— e~
a. Montrer que : f est intégrable sur [0, +-oo[

b. Montrer que pour tout n € IN* et pour tout x € [0,y/n] ona:

x? x?
_ < < Z )
-Sy<smeart
—+00
c. Endéduire que :/ exp(—x?)dx = —'27T

0

Exercice 10

400
On pose I'(x) = / tle~tdt
0
Montrer que : t > t* e~ est intégrable sur |0, +-00[< x > 0.
Montrer que :Vx € R ,T(x+1) = xT(x)
En déduire I'(n) pour tout n € IN.

1
4. Montrer que :T(E) =

1
On pose B(x,y) = /tx_l(l — 1)y ldr
0

1. Montrer que la fonction : t — t*~1(1 — t)Y~! est intégrable sur |0, 1[< (x > 0 ety > 0)

2. Montrer que pour toutx > 0ety >0 : B(y,x) = B(x,y) et B(x+1,y) = ﬁB(x,y).

in(t
On considere la fonction f : t — sin(f) .

t
1. Montrer que f est intégrable sur |0, 7t].

X
. . . . . sin(t .
2. AVYaide d'une intégration par parties ,montrer que : hT %dt existe dans IR.
X—> 400
T

(n+1)m
3. Pour toutn € N* ,on pose u, = / |f(t)|dt

nrt
a. Etudier la suite (S,), définie par : S, = w3 + up + ... + uy,.

b. En déduire que f n’est pas intégrable sur |77, +00]

1. Montrer que :t+— e”
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+oo e_xz
2. Montrer que : /exp(—tz)dtw 7%

X

lorsque x — +o0

Exercice 14

Soit f : [0, +c0[— R continue intégrable sur [0, +-oo[.
1. Montrer que si f admet une limite / finie en +oc alors [ = 0.

2. Montrer que si f est décroissante alors lirJrrl flx)=0
X—+00

Exercice 15

Soit f une fonction continue positive sur [0, +-oo[ , décroissante et intégrable sur [0, +oo[ .Montrer que

flx) = o(%) lorsque x — +-oco.

Exercice 16

X
1
Soit f une fonction continue intégrable sur [0, +-oo[. Calculer thf p / tf(t)dt.
X o
0

Exercice 17

X
t . —_
Soit f une fonction continue intégrable sur [1, +oc0[. Montrer que lirJrrl / th existe et finie
X—+00
1

Exercice 18

Soit f une fonction de classe C! sur [1, +oo[ ,décroissante et telle que 1_1)1}3 f(x) =0.
X (o]
X

Montrer que : lim [ sin(t)f(t)dt existe .

X—r+00
1

Exercice 19

Soient T €]0, 4o et f : [0, +00[— C continue et T- périodique. Montrer que si f intégrable sur [0, +oo[
alors f = 0.
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