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Résumé de Cours
Polynébmes

Dans tout le chapitre K désigne R ou C.
1 Généralités
1.1 Construction rapide de K[X]

Nous allons construire les polyn6mes indépendamment de la notion de fonction, comme la
simple succession de ses coefficients. Les polynomes servent en effet a bien d’autres choses
gu’a construire des fonctions.

On rappelle que KN est I'ensemble des suites A = (a,),en 2 valeurs dans K : A est une
application de N vers K.

La suite A sera aussi notée A = (ag, a1, ay,...).
Une telle suite (a,) ,en sera dite a support finisi elle est nulle a partir d'un certain rang :
AINeN;Vn=N,a,,=0

Onl'appellera polynome a coefficients dans K. Les termes de la suite sont appelés coefficients du
polynome.

Lensemble des polyndémes a coefficients dans K est noté K[ X]. Donc K[X] < KN,
Il est clair que R[X] < C[X].

Le polynéme nulest :
O]K[X] = (0! Or 0! o )

Si P est un polyndme, il existe donc un entier N € N tel que :
P=(ay,a,...,an,0,0,...)

Par définition deux polynémes P = (ag,a,ap,...) et Q = (bg, by, by,...) sont égaux si,
et seulement si tous leurs coefficients sont égaux :

VkeN, ay=Dby

1.2 Opérations dans K[X]

Si P =(ay,ay,ay,...)etQ=(by,by,by,...) sontdeux polynémes on définit leur somme P+ Q par:
P+Q=1(ap+by,a1+by,as +bs,...)
Cette addition est évidemment associative et commutative. L'élément neutre est Ok x; :
P+0kx = Ok +P =P
On définit le produit P x Q, aussi noté PQ, par :

PXQ:(CO!CI!CZ!“')



k
ollon a posé pour tout k € N, ¢ = Z aiby_; = Z aibj.
i=0 i+j=k

Cette opération est elle aussi associative et commutative. Lélément neutre est 1 x; = (1,0,0,...) :
Pxlkix=1lkxyxP=P
La mulptiplication est distributive par rapport a l'addition. Si R est un autre polynome de K[X] :
Px(Q+R)=PxQ+PxR
On définit aussi la multiplication par un scalaire A € K :
AP=AxagAxa;,Axa,...)

Le polyndéme (—1).P est noté —P et on 'appelle opposé de P. L'opération P + (—1).Q est noté
P—Q.Onaévidemment P — P =0 ;.

La multiplication par un scalaire est compatible avec le produit dans le sens suivant :

A(PxQ)=A.P)xQ=Px(1.Q)

1.3 Lindéterminée X

On note X la suite (x;),en définie par x; =1 et Vn € N\{1}, x,, = 0. Avec d’autres notations:
X=(0,1,0,0,0,...)

/\ Ne pas perdre de vue que la lettre X désigne un polyndme et non un élément de I’ensemble
K des scalaires.

On vérifie facilement que pour tout k € N :
x*=(0,...,0,1,0,0,...)
1
(k+1)—iéme
avec la convention X° = I¢(x].

Tout polyndbme P=(ay, a1, ..., an, 0, 0, ...) peut donc désormais se noter :
N
P=ay+a X +a X*+-+ayX" =Y apXx*
k=0

ol pour simplifier les notations on note g, a la place de aglkx) = aoX°.
Pour se remémorer que X est'indéterminée, le polyndme P est aussi noté P(X).

/\ P(X) ne désigne pas une fonction évaluée en X, mais un polynéme.



Résumé des premieres propriétés.

o L'unicité des coefficients peut s’énoncer ainsi :

N N
Y axrX* =Y bpX* < Vkel0,N], ai = by
k=0 k=0

e Multiplication d'un polynéme par un scalaire :

N N
ALY arx=Y Axanxt

k=0 k=0
o Somme de deux polynomes:
N N max(Np,No)
Y arx¥+Y bex¥= Y (ap+bpx*
k=0 k=0 k=0

avec la convention que ay =0si k> Nj et by =0si k> No.
En particulier:

N N N
Y arXF+ Y beX* =Y (ap+ b X*
k=0 k=0 k=0

e Produit de deux polynomes:

Ny N> N1+N;
Z aka X (Z kak = Z Cka
k=0 k=0 k=0
k
oucy = Z a;bi_; avec la convention que ay = 0si k> Nj et by =0si k> Nj.
i=0
En particulier:
N N 2N
Z aka X kak = Z Cka
k=0 k=0 k=0
k

ol ¢y = Z a;by_; avec la convention que ay = by =0si k> N.
i=0

N

/\ Dans I'écriture P = Z a;X* l'entier N n’est pas unique. En effet, il désigne un rang a partir
k=0

duquel les coefficients du polynéme sont nuls, donc si N convient alors N+1, N+2,...conviennent

aussi. Par conséquent on utilise aussi la notation :

+00
P=) arx*
k=0

ol la somme infinie a un sens puisque ses termes sont nuls a partir d'un certain rang.



Les propriétés suivantes sont alors plus simples a écrire :

+00 +00
Zaka: Zkak(:)VkEN, ay = by
k=0 k=0
+00 +00
ALY arx¥ =Y Axanxt
k=0 k=0

+00 +00 +00
Y X+ Y bexX* =Y (ar + b X*
k=0 k=0 k=0

k

+00 +00 +00
(Z aka)x(Z kak): ZCka ou ck:Zaibk_i
k=0 k=0

k=0 i=0

Vocabulaire. Un polyndme n’ayant qu'un seul (resp. deux, resp. trois) coefficient(s) non nul(s)
est appelé monome (resp. binéme, resp. trinéme).

X Exemple. P(X) = 2X? + X® est un binéme; Q(X) = —X° est un mondme.
Un polyndéme est donc une somme de monomes.

Avec les regles de calculs données précédemment, on peut montrer une formule du binéme
pour les polynémes.

g Théoréme 1 — Formule du bin6me pour les polynémes

Si P et Q sont deux polynoémes et n un entier naturel alors :

k=0 k

(P+Q)n: i (n),Pk.Qn_k

De plus si n est un entier naturel non nul on a par télescopage :
n-1
Pn_Qn:(P_Q)X ZPan—l—k
k=0
etdonc:

n-1
P"—1kx) = (P —1Kkx)) X (Z p*
k=0

ce qu’on peut voir comme une généralisation des sommes géométriques a K[ X].

1 2

N Exemple. Pour n € N, montrer que Y (Z) = ( :) en regardant le coefficient de X" dans le
k=0

polynome (1 + X)2".



1.4 Degré d'un polynome

+00

Onse donne P = Z a; X* un élément de IK[X]. Par définition d’un polynome il existe un entier
k=0

naturel N € N tel que :

VkeN, k>N=—=—a;r=0

Si on suppose de plus que P # O [x), alors : 3k € [0, NT; ar # 0

ped Définition 2 — Degré d'un polyné6me non nul

Si P # 0 x; alors on appelle degré de P '’entier naturel défini par :

deg(P) = max{k € N; a; # 0}

Avec les notations précédentes on a deg(P) = max{k € [0,N]; ar # 0}, donc on est stir que le
maximum existe puisqu’il est pris dans un ensemble fini (inclus dans [0, N]).

peei Théoréme 3 — Unicité de I'écriture d’'un polynome non nul

Si P # 0K x; alors:

N
1. P s'écrit de maniére unique P(X) = ) arX* avec N € N, (ag,...,ay) € KN*!

k=0

2. dans ce cas N =deg(P).

On adopte la convention : deg (0 x;) = —oo.
En général, pour un polynéme P quelconque, on a donc deg(P) € {—oco} U N.
L'ensemble des polynomes a coefficients dans K de degré inférieur ou égal a n est noté K, [X] :
K,[X]={PeK[X]; deg(P) < n}
Il est clair que K, [X] <€ K[X], que K, [X] € K41 [X] et plus généralement que :
V(n,meN? n<sm= KoX]<K,[X]<K,[X] cK[X]

Les éléments de [Ko[X] sont appelés polynomes constants. On a donc :
P est un polyndme constant <= deg(P) <0 < (P =0 [x) ou (P # 0 (x) et deg(P) = 0))

Les polynomes constants se notent P(X) = alx[xj, ou encore par abus de notation P(X) = a,
avec a € K.



n
Pour tout polynéme P non nul, noté P = Z aka =ap+m X+ ang +---+a, X" avec a, #0, on
k=0
appelle:

o terme dominant de P le mondme de plus haut degré, qui est ici a, X" ;
* coefficient dominant de P le coefficient du terme dominant, qui estici a,;
 terme constant de P le coefficient de degré 0, qui est ici ap.

Définition 4 — Polyndme unitaire

Si P est un polyndbme non nul, on dit que P est unitaire lorsque son coefficient
dominant est égal a 1.

X Exemple. P(X) = 4X5 —2X + 3 est de degré 5, de terme dominant 4X5, de coefficient domi-
nant 4 et de terme constant 3. Il n’est pas unitaire.

X Exemple. Quel est la terme dominant de (X + 1)" lorsque 1 € N?

Dans les résultats suivants on suppose que P et Q sont deux polynémes de K[X].

ped Théoréme 5 - Intégrité de [K[X]

Si P et Q sont deux polynomeson a:

PxQ=0gx < P(X) =0Kkx) ou Q(X) = 0K [x

=i Théoréme 6 — Reégles de calcul du degré

1. Si A estun scalaire non nul : deg(A.P) = deg(P).

2. En général : deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q))
et si deg(P) # deg(Q), alors deg(P + Q) = max(deg(P),deg(Q)).

3. deg(P x Q) = deg(P) +deg(Q).

® Exemple. Pour n € N, déterminer le degré du polynome (X +1)".
X Exemple. Déterminer les polynomes P € IK[X] tels que P? = X puis tels que P? = XP + 1.

A\ Si deg(P) = deg(Q), on peut avoir deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) lorsque les termes
dominants s’annulent.

® Exemple. Pour n e N*, déterminer le degré du polynome (X +1)" — X".

n
On définit la composition de deux polynémes. Si P et Q sont deux polynomes, avec P = Z ap X,
k=0
alors :

PoQ=Y aQf
k=0



Ce polynome est aussi noté P(Q(X)).

n n
® Exemple. P(X?) = Y ap X**. Ne pas confondre avec X>P = Y a; X *2.
k=0 k=0

Proposition 7 — Degré d’'une composée
I Si Q est non nul et P est non constant: deg(Qo P) =deg(Q) x deg(P) ]

On peut encore affaiblir I'hypothese sur P : P peut étre constant mais cette valeur ne doit pas
étre une racine de Q.

n

Q. Exemple. Pour n e N, déterminer le degré du polynome (X2 + 1)

1.5 Parité d’'un polynéme

Dans cette section, P est un élément quelconque de K[ X].

g Définition 8 — Polynéme pair/impair

1. On dit que P est pair lorsque P(—X) = P(X).

2. On dit que P est impair lorsque P(—X) = —P(X).

== Théoréme 9 — Caractérisation de polynémes pairs/impairs

1. P est pair si, et seulement si, tous ses coefficients d’indice impair sont nuls.

2. P estimpair si, et seulement si, tous ses coefficients d’indice pair sont nuls.

X Exemple. X° + X est impair et X® + 4X* + 3X? est pair. Par contre, X3 + X? n'est ni pair,
ni impair.

1.6 Fonction polynomiales

Dans cette section, P et Q sont deux élément quelconques de K[X].

n n
Le polyndme P estnoté P= Y a; X", et Qestnoté Q= Y bpXF.
k=0 k=0

p==e| Définition 10 — Fonction polynomiale associée a P

On appelle fonction polynomiale associée a P I'application P : K — K définie par :

n
VieK, Px)=) apx*
k=0




Théoréme 11 - Injection entre polynomes et fonctions polynomiales
| L

‘application P — P est une injection. ]

Par conséquent on notera encore P a la place de P. Si x € K le scalaire P(x), encore noté P(x),
est appelé P évalué en x.

/\ Ne pas confondre le scalaire P(x) et le polynéme P(X).

L'unicité des coefficients, combinée a I'injection précédente, a pour conséquence le résultat
suivant:

n n n n
) apX* = ) b X* = [vxeK, > apx® = > bkxk) RN (Vke [0, nl, ai = by
k=0 k=0 k=0 k=0

A\ Ne pas oublier le quantificateur V pour le scalaire x.

Une autre conséquence du théoreme est que les ensembles Ky[X] et K sont en bijection.
Par abus de notation on considere souvent que Ky [X] = K, ie que alkx; = a.

On peut aussi remarquer que P(0k) = ayo : le terme constant de P est obtenu en évaluant P
en 0.

On a donc: P est constant < P = P(0)

2 Racines d’'un polynéme

2.1 Arithmétique dans K[X]

Dans toute cette section A, B et C sont des polyndmes de K[X].

Définition 12 - Divisibilité dans K[ X]

Si B # O [xj, on dit que B divise A lorsqu'il existe Q € K[X] tel que A(X) = B(X) x Q(X).
Dans ce cas on le note B | A.

On dit que B est un diviseur de A, que A est divisible par B ou que A est un multiple de B.

On peut remarquer que tout polyndme non nul divise O x).

£S5 Exemple. X — 1 divise X" — 1, pour tout entier naturel n» non nul.



== Proposition 13 — Propriétés de la relation de divisibilité

1. Transitivité. SiC | Bet B| Aalors C| A.

2. Réflexivité. On a B | B.

3. Antisymétrie. Si B | C et C | B alors il existe A € K* tel que B = A.C.
4. SiB|C et C # 0kx), alors deg(B) < deg(C)

Lorsque B | C et C| B, on dit que les polynomes B et C sont associés.

Un polynéme A € K[X] quelconque est divisible par tout polynéme constant non nul et par tout
polyn6éme qui lui est associé.

Théoréeme 14 - Division euclidienne dans K[ X]

Si B # 0, alors il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que A(X) = B(X) x Q(X) + R(X)
et deg(R) < deg(B).

Q est appelé quotient et R est appelé reste de la division euclidienne de A par B.

X Exemple. Effectuer la division euclidienne de X* —3X3 +2X%+ X —1 par X?> - X +1, et de
X° - X*-2X%-3X+1par X% +2.

Proposition 15 - Division euclidienne et divisibilité
| B

divise A si, et seulement si, le reste de la division euclidienne de A par B est nul. ]

Proposition 16 - Division par X —a

Si P est un polynome et a un scalaire, alors le reste de la division euclidinne de P par X —«
est P(a).

Il existe donc un unique polynéme Q € K[X] tel que :

P(X)=(X-a).Q(X) +P(a)

2.2 Racines d’'un polynome

Dans cette section P est un polyndme et « un scalaire.

Définition 17 - Racine d’'un polynéme
I On dit que a est racine de P lorsque P(a) = 0. ]




X Exemple. Le polynome nul admet une infinité de racines : tous les scalaires. Les polynomes
constants non nuls n’ont pas de racine.

X Exemple. Le polyndome X — a a une unique racine qui est a.

Rédaction.

Ne pas écrire X —a = 0 < X = a puisque cette derniere égalité signifie l'égalité de suites
0,1,0,0,...)=1(0,,0,0,...) qui est évidemment fausse.

Il faut écrire : pour x € K, x—a =0 < x = a, donc a est 'unique racine de X — a.

® Exemple. Soit n € N*. Les racines du polynome X" — 1 sont les racines n-iémes de 'unité.

Théoreme 18 — Racine et divisibilité
l a est racine de P si, et seulement si, X — a divise P. ]

Autrement dit: P(a) =0 < 3Q e K[X]; P(X) = (X — a) x Q(X).

On peut noter que si P est non constant alors deg(Q) = deg(P) — 1.

===l Théoreéme 19 — Cas de racines deux a deux distinctes

Sia,..., a, sont des scalaires deux a deux distincts, alors :

n
ai,...,ay sontracinesde P <= [[ (X —ay) | P
k=1

[— Corollaire 20 — Relation entre degré et nombre de racines
T

out polyndme P non nul a un nombre de racines dans KK au plus égal a son degré. ]

Par contraposée, s'il existe n € N tel que deg(P) < n et P a au moins n + 1 racines distinctes,
alors P est le polynome nul.

X Exemple. Soit (P.Q) € R, [X] tel que P et Q coincident en n + 1 points distincts de R.
Alors P = Q.

® Exemple. Montrer que la fonction exponentielle complexe n’est pas polynomiale.



2.3 Ordre de multiplicité d’'une racine

Dans cette section P est un polyndme et « un scalaire.

p==e| Définition 21 — Racine multiple

Lordre de multiplicité de a pour P est le plus grand entier k € N tel que (X — a)* | P, ie
I'unique entier k € N tel que (X — )k | Pet (X-a)k! yp.
On dit alors que «a est racine d’ordre k de P.

/\ Remarquez que «a racine d’ordre 0 signifie en fait que a n’est pas racine de P.

On utilise le vocabulaire suivant :
e si k=1, onditque a est racine simplede P;
e si k=2, ondit que a est racine douple de P;

e si k=3, ondit que a est racine multiple de P.

Théoreme 22 — Ordre de multiplicité et divisibilité

a est racine d'ordre k € N de P si, et seulement si, il existe Q € K[X] tel que
P(X)= (X -a)fx Q(X) et Q(a) #0.

QD Exemple. Pour X (X — 2)3, 0 est racine simple et 2 est racine d’ordre 3. —1 est racine d’ordre 0
(ie n’est pas racine).

g Définition 23 — Polynéme scindé

P est dit scindé s’il est non constant et s’il s’écrit comme un produit de polynémes du

premier degré :
n

P=Ax[[(X-ay

k=1
oule K*, ne N*etay,..., a, sont des scalaires.
Dans ce cas A est le coefficient dominantde P, n est son degréet a, ..., a, sont les racines de P.

A\ Un polynéme de R[X] peut étre scindé dans C[X] mais pas dans R[X] : par exemple X2 + 1.
/\ Les scalaires ay, ..., @, ne sont pas supposé deux a deux distincts.
Si dans la liste (a3, ..., a,) on regroupe les valeurs identiques, alors on a I'écriture :

,
P=Ax[](X~-u™
k=1

ou Uy, ..., 4y sont les racines distinctesde P et vy, ..., v, sont leurs ordres de multiplicité.



Pour un polyndéme scindé, le dégré est supérieur ou égal ala somme des ordres de multiplicité de
ses racines. C’est en fait vrai méme si le polyndme n’est pas scindé, d’apres le théoréme suivant.

Proposition 24 - Factorisation d'un polynéme

1. Soit P € K[X] un polynéme non nul de racines dans K distinctes y;, ..., ¢, d’ordres
de multiplicité vy, ..., v,. Il existe alors un polynome Q € K[X] tel que:

.
P(X) = Q(X) x H (X — ) * et Qn’apasderacine dans K
k=1

Donc le degré de P est supérieur ou égal a la somme des ordres de multiplicité de
ses racines.

2. Un polynéme P non nul est scindé dans K[X] si, et seulement si, son degré est égal
ala somme des ordres de multiplicité de ses racines dans IK.

Important. Trés souvent, on compte les racines avec leur ordre de multiplicité : cela signifie
qu'une racine est comptée autant de fois que son ordre de multiplicité. On ne parle donc plus
de racines distinctes.

On obtient donc pour un polynéme P non nul :

« le degré de P est supérieur ou égal au nombre de ses racines comptées avec leur ordre de multi-
plicité.

« P est scindé si, et seulement si, son degré est égal au nombre de ses racines comptées avec leur
ordre de multiplicité.

X Exemple. Soit n € N*. Le polyndme X" — 1 est scindé a racines simples dans C[X].

2.4 Décompositions en facteurs irréductibles

Définition 25 - Polynome irréductible

Un polyndéme P de K[X] est dit irréductiblelorsqu’il est non constant, et lorsque ses seuls
diviseurs sont les polynomes constants non nuls, et les polynomes qui lui sont associés.

Autrement dit un polynome P non constant est irréductible si, set seulement si :

V(Q,R) € K[X]?, (P = QR) = (Q est constant non nul ou R est constant non nul

X Exemple. Dans KK[X] les polynomes de degré 1 sont irréductibles.

A\ Lirréductibilité dépend du choix de K : X? + 1 est irréductible dans IR[X] mais pas dans
C[X]; X? -2 est irréductible dans ()[X] mais pas dans R[X].

Le résultat fondamental est le suivant.



Théoreme 26 — Théoreme de d’Alembert-Gauss
I Tout polynéme de C[X] non constant a au moins une racine dans C. ]

Remarquer que ce résultat s’applique aux polyndmes de R[X] : ils ont toujours au moins une
racine dans C.

Ce résultat est tres puissant : I'introduction des nombres complexes a donné une racine au
polynéme X? + 1, et du méme coup a tout polynome de C[X]!

Les conséquences sont nombreuses.

[— Corollaire 27 - Polyndmes irréductibles de C[X]
L

es polyndmes irréductibles de C[X] sont exactement les polyndmes de degré 1. ]

p==ai Corollaire 28 — Décomposition en irréductibles dans C[X]

Tout P € C[X] non constant s’ écrit :

PX)=Ax]](X-a))
i=1

ouleC* neN* (ay,...,a,) € C".

Les nombres complexes a;, ..., @, sont les racines complexes de P et ne sont pas
nécessairement deux a deux disctintes (chaque racine est répétée autant de fois que son ordre
de multiplicité).

Un autre énoncé possible est le suivant : tous les polyndmes non constants de C[X] sont scindés.

Pour factoriser un polynéme dans C[X], il suffit donc de déterminer ses racines.

Corollaire 29 - Nombre de racines des polynomes de C[X]

Tout polynéme de C[X] non nul a un nombre de racines, comptées avec leur ordre de
multiplicité, égal a son degré.

C’est faux pour le polyndme nul qui a lui une infinité de racines.
Q Exemple. Factoriser X* — 1 dans C[X].

En remarquant que tout polyndéme de R[X] se décompose dans C[X] on peut établir les
résultats suivants.



i Lemme 30 — Racines complexes et polyndmes de R [X]

SiPeR[X]etaeC.Alors:

a estracine de P < a estracine de P

Pour un polynéme de R [X] les racines complexes non réelles sont deux a deux conjuguées; elles
sont donc en nombre pair.

Le calcul suivant sera fondamental dans la suite. Sia € C :

(X—a)x (X—a) = X*—2Re(@) X + |al’ € R[X]

p==ei Corollaire 31 — Polynémes irréductibles de R [X]

Les polynomes irréductibles de R[X] sont:
e les polynomes de degré 1;

* les polynomes de degré 2 a discriminant strictement négatifs.

Les polynomes de R[X] degré 2 a discriminant strictement négatifs, sont ceux qui n’ont pas de
racine réelle.

/\ Le fait de ne pas avoir de racine réelle ne garantie pas d’étre irréductible : X* + 1 n’a pas de
racine réelle mais est réductible dans R[X].

pmed Corollaire 32 —- Décomposition en irréductibles dans R[X]

Tout P € R[X] s’écrit :

k 4
PX)=Ax[[(X-a)"ix[[(X?+B;X+y))"i
i=1 j=1

ot  AeC*,  (K,OeW*?,  (@1..0 @ P10 BerY1r--rYe) ERFZE et
(Flyee s Thy Vi, eeey V) € (lN*)kM, avecVje[1,4], A :ﬁ§—4yj <0.

Dans cet écriture, a;, ..., ay sont les racines réelles de P et ne sont pas nécessairement deux a
deux disctintes (chaque racine est répétée autant de fois que son ordre de multiplicité).

Important. Pour factoriser un polynéme dans R[X], il suffit donc en théorie de déterminer ses
racines complexes, puis de regrouper les racines conjuguées deux a deux.

Q Exemple. Décomposer X° —1 dans R[X].



p==ei Corollaire 33 - Nombre de racines des polynémes de R[X]

1. Tout polyndme de R[X] non nul a un nombre de racines, comptées avec leur ordre
de multiplicité, inférieur ou égal a son degré.

2. Soit P € R[X] non nul. On a équivalence des prédicats :

(i) P aun nombre de racines, comptées avec leur ordre de multiplicité, égal a son
degré

(ii) P n’a pas de racine complexe non réelle
(iii) P estscindé dans R[X]

[— Corollaire 34 — Cas des polyndomes de R[X] de degré impair
T

out polynome de R[X] de degré impair a au moins une racine réelle. ]

2.5 Somme et produit des racines d’'un polynéme scindé

Dans cette section, P est un polyndme de K[X] noté :
P=ay+ay X+aX*+-+a,X"

avec a, # 0.

On suppose P scindé; il a donc n racines comptées avec leur ordre de multiplicité qu'on note
al Yy eeey an.

pmei Théoréme 35 - Somme et produit des racines d'un polyndome scindé

On ales formules:

ap-1 Ao
et ajxasx...a,=-1)"—

an an

ar+ar+---+a,=—

Dans le cas d'un trindme du second degré, on retrouve le théoréeme de Viete.

Ces formules permettent de calculer des sommes et des produits. Elles ont permis a 'Euler de
deviner que :
1+ ! + ! + ! 4= i
2232 42 8
On peut remarquer que chaque coefficient de P donne une formule faisant intervenir les racines
ay, ..., a,. Mais a part les deux ci-dessus, elles ne sont pas au programme de PCSI.



3 Dérivée d’'un polynéme et applications

3.1 Dérivée d’'un polyné6me

Dans cette section P est un polynéme de K[ X].

gl Définition 36 — Dérivée d’'un polyndome

On définit le polynéme dérivé de P, noté P’ par :

e si P est constant alors on pose P =0;

n
o sideg(P) = 1alorsonlenote P(X) = ) arX* avec a, #0.

k=0
n n-1

On posealors P'(X) = Y karX* 1= Y (k+Dag. X*.
k=1 k=0

3
X Exemple. P(X) =4X° +9X + > donne P'(X) =20X* +9.

Si K = R si on identifie polyndme et fonction polynomiale, alors on retrouve la dérivée en tant
que fonction numérique.

Proposition 37 — Degré du polynome dérivé

Si P € K[X] est un polynd6me non constant, ie si deg(P) = 1, alors deg(P’) = deg(P) — 1.
Si P € K[X] est un polynéme constant, ie si deg(P) <0, alors P’ = 0 xj-

Onadonc:

P estun polyndme constant <= P’ =0y

p=med Théoréme 38 — Propriétés de la dérivation

Si(PQ)eK[X]’etAeK,ona:
AP+Q) =AP' +Q et PxQ'=P' xQ+PxQ

et:
(QoP)Y=P'xQ'oP

X Exemple. (X* x P(X))' =2X x P(X) + X? x P'(X) et (P(2X)) =2 x P'(2X).



s Définition 39 — Dérivée d’ordres supérieurs

Soit P € K[ X]. On définit par récurrence le polynéme dérivé d’'ordre k de P, note po, par:

PO =p
{ VkeN, ptkh = (p®)y’

Pour k € N, le polynome P%® désigne le polynome P dérivé k fois.

3
X Exemple. P(X) = 4X° +9X + > P'(X) =20X*+9, P"(X) =80X3, PO (X) =240X?, PW(X) =
480X, P® (X) = 480 et pour k = 6, PP (X) = 0 (x].

== Proposition 40 — Degré du polynome P
Soit k€ N.
1. Si k> deg(P), alors P® =0,
2. Si k <deg(P), on adeg(P®)=deg(P)-k

n .
Sik <deg(P)etsi P(X) =) ajX’, alors:

Jj=0

n ' n j! .

j=k =k (j—Kk)!

n-k ;i

(j+ Kt
= J ~ a],+kxj

j=0 I

(0
et on en déduit que | a; = k'( )

X Exemple. La dérivée de k-ieme de X Jest0sik> j,etsik< jellevaut

. . . i J! ik
(=D x-x(j-—k+1)x Xik=_L__xi-k
7N / (j - k!

3.2 Formule de Taylor

g Théoréme 41 - Formule de Taylor

Sine Net Pe K,[X] alors:

n pk
vack, p=Y 2@
&k

X -a)*




® Exemple. Montrer qu'il existe un unique polynoéme P € R, [X] tel que P(1) = P'(1) = 1 et
P'1)=-1.

_ P(k) (0)
K

L'unicité des coefficients permet donc de dire a nouveau que | a

On arrive au résultat principal de ce paragraphe, qui permet de déterminer simplement I’ordre
de multiplicité d'une racine.

=t Lemme 42 - Dérivé et ordre de multiplicité

Soienta e K, Pe K[X] et re N*. Alors :

a est racine d’ordre r de P = « est racine d’ordre r — 1 de P’

pd Théoréme 43 — Calcul de I'ordre de multiplicité

Soient @ € K, P € K[X] et r € N*. Alors on a équivalence de :
(i) a estracine d’ordre r de P;
(ii) P(@)=P'(a)=P"(@)=---=P" D(a)=0et P (a)#0.

Lorsqu’on factorise un polynéme, on peut donc simplifier la recherche de racines en détermi-
nant les ordres de multiplicité avec ce théoreme.

® Exemple. Factoriser le polynome P(X) = X® —3X* +2X% + 2X% —3X + 1 dans C[X], puis
dans R[X].

QX Exemple. Pour n € N*, on pose P, = (X +1)"(X - 1)".
Alors Vk € [0,n—1], PP (1) = PP (=1) = 0 et de plus PV (1) #0 et PY(~1) #0.

== Corollaire 44 — Caractérisation des polynomes scindés a racines simples

Soit P € K[X] non constant. On a équivalence des prédicats :
(i) P estscindé dans K[X] et a racines simples
(ii) P aunnombre de racines distinctes supérieur ou égal a son degré

(iii) P estscindé dans IK[X] et n’a pas de racine commune avec P’.

Q Exemple. Soient n € N tel que n =2, et P = X" — X + 1. Montrer que P est scindé a racines
simples dans C[X].



