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Prépas PSI

Espaces préhilbertiens

1. Forme bilinéaire et forme quadratique
1.1 Définitions

* Forme bilinéaire symétrique
Une forme bilinéaire f sur E est une application de £ x E dans K, linéaire par
rapport a chaque variable.

Ele est symétrique si :
Vix,y)e EXE  f(x,y) = f(y,x).

Une application g de E dans K est une forme quadratique sur E s'il existe une
forme bilinéaire symétrique f telle que :

Vx € E q(x) = f(x,x).

q est la forme quadratique associée a f.

¢ Forme polaire d'une forme quadratique
Une forme quadratique ¢ sur E est associée a une seule forme bilinéaire symé-
trique f donnée par :

Vix,y) eEXE  f(x,y)= i[q(x +y)—qx) —q].

fest la forme polaire de g.

¢ Forme positive
Si K = R, une forme quadratique g, et sa forme polaire f, sont dites positives si :

Vx € E q(x) = 0.

» Forme définie positive
Si K = R, une forme bilinéaire symétrique f, et sa forme quadratique associée ¢,
est dite définie positive si :

Vx € E \ {0} qg(x) > 0.



Espaces préhilbertiens

1.2 Casou E est de dimension finie
Soit E de dimension n et B = (ey,...,e,) une base de E.

* Matrice d'une forme bilinéaire
n n

Six = in ejety = ny e;, alors f(x,y) = in yj flei.e)).
i=1 j=1 ij

La matrice de f dans la base B est la matrice A de M, (K) de terme général
a;j = f(ei.ej).

X1 1
Enposant X =| : |et Y= ! |],ona:

Xn Yn

fx,y) ="XAY ='YAX

fest symétrique si, et seulement si, la matrice A est symétrique.

* Expression d'une forme quadratique
q(x) est un polynome homogene de degré 2 en xi,...,x, (combinaison linéaire
d'expressions du type )cl.2 ou x; X; avec [ # j).

Réciproquement, tout polyndme homogene de degré 2 par rapport aux coordon-
nées de x dans B est une forme quadratique sur E.

2. Espaces préhilbertiens réels

2.1 Produit scalaire

* Définitions

Soit E un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire
©, symétrique, définie positive.

On dit que (E,¢) est un espace préhilbertien réel.

p(x,y) senote < x|y > ou (x|y)oux.y.

* Exemples

n
Dans R" < X|Y >='XY = in)’i~

i=1
b
Dans E :C([a,b],R) <flg >:/ f()g)de.

Dans M,(R) < A|B >=tr("AB)
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2.2 Norme euclidienne

E étant un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire, en posant

Vx € E Ixl=vV<x|x>,

on définit une norme sur E.
On obtient aussi une distance en posant d(x,y) = |[|x — y|.

2.3 Relations entre produit scalaire et norme
« Egalité de polarisation
VxeE VyeE lx+ylP=lxlP+IyIP+2<x]y >,

ce qui permet d'obtenir le produit scalaire < x | y > en fonction des normes.
¢ Identité du parallélogramme
VieE ¥y eE  |lx+yIP+lx =yl = 2(Ix 1 + Iy1P).
Cette égalité est la généralisation de la propriété géométrique : dans

un parallélogramme, la somme des carrés des longueurs des diago-
nales est égale a la somme des carrés des longueurs des cotés.

2.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz
VxeE VyeE |<x|y>|[<Ix|lyl.

Dans cette inégalité, I'égalité a lieu si, et seulement si, x et y sont liés.

— Pour retenir ce théoréme, pensez au cas particulier de deux vecteurs
du plan et a

XY = 1T lleos (F,75).
3. Espaces préhilbertiens complexes

3.1 Produit scalaire hermitien - PC-PSI

» Définitions

Soit E un C-espace vectoriel. Un produit scalaire hermitien sur E est une appli-
cation ¢ de E x E dans C qui vérifie la symétrie hermitienne, soit :

Y,y € B> pox,y) =p(y.x)



Espaces préhilbertiens

est linéaire a droite, soit :

V(val’yz) S E3 v()\lvA2) S CZ
@, A1y + Aay2) = (e, y) + Aap(x,y2)

est donc semi-linéaire a gauche, soit :

Y(x1,x2,y) € E* Y(\,\) € C?
ex1 + Aaxa,y) = A o(x1,Y) + A p(x2,)

est définie positive, soit :

Vx € E plx,x) =0 ; px,x) =0 < x=0.

— Remarquez que, grice a la symétrie hermitienne, on a bien
p(x,x) € R.

On dit que (E,¢) est un espace préhilbertien complexe.

p(x,y) senote < x|y > ou (x|y).

* Exemples

n
DansC" < X|Y >=’YY=Zx—l.yl._

i=1

b
Dans E =C([a,b],(C) <flg >=/ f(t) g(t)dr .

3.2 Norme hermitienne

E étant un C-espace vectoriel muni d'un produit scalaire hermitien, on définit une
norme sur £ en posant :

Vx e E Ixll=vV<x|x >,

On obtient aussi une distance en posant d(x,y) = ||x — y||.

3.3 Relations entre produit scalaire et norme

xeE VyeE
Ix + yI* = ¥ + IylI> +2Re < x|y >,

lx 4+ v + llx — ylI> = 2(Ix 1> + Iv17) -

4<x|y>=|x+yI*—llx —ylI* —illx +iyl* +illx — iyl
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3.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz
* Théoreme (inégalité de Cauchy-Schwarz)

VxeE VyeE |<xly>|<Ixllyl.
Dans cette inégalité, I'égalité a lieu si, et seulement si, x et y sont liés.

* Corollaire (inégalité triangulaire)

Vxe VyekE lx +yll < lixl + [yl

Dans cette inégalité, 'égalité a lieu si, et seulement si, x et y sont liés avec

< x|y >e Ry
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Orthogonalité

Le corps de base est K =R ou C.

1. Vecteurs orthogonaux

1.1 Définitions

Deux vecteurs x et y sont orthogonaux si < x|y >=0; on note x_Ly.

Une famille de vecteurs (x;);c; est orthogonale si ses vecteurs sont deux a deux
orthogonaux.

Une famille de vecteurs (x;);c; est orthonormale si elle est orthogonale et si les
vecteurs sont tous unitaires.

1.2 Propriété

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

1.3 Théoréme de Pythagore

Si (x;);es est une famille orthogonale finie, on a :

I ] =3 Il

iel iel
@ Attention, si K = R, on a I'équivalence :
xly < lIx+yI>=lxI>+ IyI?,
mais si K = C, on a seulement :
xly = lx+yI* = lxI*+llyl>.

La réciproque est fausse car 1'égalité entraine seulement :
Re < x|y >=0.
2. Sous-espaces vectoriels orthogonaux

2.1 Définitions

Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace préhilbertien E.
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Orthogonalité

On dit que F et G sont orthogonaux, et on note F LG, quand :

VxeF VyeG <x|y>=0.

= Dans R3, on définit ainsi 1'orthogonalité d'une droite et d'un plan,
mais deux plans ne peuvent pas étre orthogonaux.

L'orthogonal de F est le sous-espace vectoriel défini par :

Fl={xeE;VyeF <ux|y>=0}.

2.2 Propriétés

Et={0}) ; {0})! =E ; FIG < FCcG!' < GcF*
@ Attention, F LG n'entraine pas G = F*.
FCG=G'CcF'; Fc(FY) ; FnFt={0

@ Attention, en général E = F @ F* et F + (FL)L.

3. Supplémentaire orthogonal

3.1 Définition

Dans un espace préhilbertien E, deux sous-espaces vectoriels F' et G sont dits
supplémentaires orthogonaux quand :

E=F&®G et FI1G.
3.2 Propriété
Si F et G sont supplémentaires orthogonaux, on a F = G+, G = F+, dou
(Fh)y' = F.
3.3 Projecteur orthogonal

p € L(E) est un projecteur orthogonal quand p?> = p et Im p L Ker p.

Im p et Ker p sont alors supplémentaires orthogonaux.
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4. Orthogonalité en dimension finie

4.1 Méthode d'orthogonalisation de Schmidt

Soit (xy,...,x,) une famille libre de E ; il existe une famille libre orthogonale
(¥15- - -,yn) telle que Vect(xy,...,x,) = Vect(y1,...,Yn)-

Dans la méthode de Schmidt, elle se construit par récurrence en posant :

< yilxx >

k—1
Y = X puis  yx = xx — Z ANy avec N\ =
P < yilyi >

@ Si K = C, faites attention a 1'ordre des produits scalaires dans A;.

4.2 Corollaire

Tout espace préhilbertien E de dimension finie n admet une base orthonormale.

4.3 Intérét d'une base orthonormale

Soit E muni d'une base orthonormale (eq,...,e,).

n
Six:E X;je, ona x; =<e|lx>.
i=1

@ Attention a l'ordre du produit scalaire si K = C.

X et Y étant les matrices colonnes des coordonnées de x et de y, on a :

n
<xly>='XY ; |xll = VXX ; dx,y) = [Y |15 =yl

i=1
4.4 Théoréeme

Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertien E de dimension finie n ;
alors E=F@F* .
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Orthogonalité

5. Casd'un sous-espace F de dimension finie dans un
espace E de dimension infinie

5.1 Théoréme
E=F@F*

On peut donc définir le projecteur orthogonal pg sur F.

Si (ey,...,ep) est une base orthonormale de F, on a:
P
Vx e E pF(x)=Z<e,~|x>e,~.
i=1

5.2 Définition

On appelle distance d'un élément x de E au sous-espace de dimension finie F le
nombre :

d(x.F) = inf x —z]|.

5.3 Théoréme

d(x,F) est un minimum atteint en un point, et un seul, z = pp(x),etlona:

Ix1* = Il pr@)II* 4+ d(x,F)?.

@ Attention, il est important que F soit de dimension finie.

5.4 Inégalité de Bessel

Si (eyq,...,ep) est une base orthonormale de F, on a:

p
VieE ) | <elv > <l
j=1



Espaces vectoriels
euclidiens

1. Définition et premiéres propriétés

1.1 Définition

Un espace vectoriel euclidien E est un espace préhilbertien réel de dimension
finie n.

1.2 Propriétés

Il existe une base orthonormale B = (ey,. . .,e,) de E et, dans une telle base, pour
toutx e Eetye E,ona:

x = <eilx>e ; <xly>="XY ; |x| = Zx..

n

i=1

Si F est un sous-espace vectoriel de E,ona E = F @ F*.

On peut définir le projecteur orthogonal pr sur F et (F L)L =F.

2. Isomorphisme avec le dual

Toute forme linéaire f sur un espace euclidien E s'écrit de facon unique sous la
forme f(x) =< a|x > ou a est un vecteur de E.

Onadonc H = (Ra)L. H est un hyperplan si f # 0, soit a # 0.

3. Orientation

3.1 Orientationde E
Une base orthonormale By étant choisie, on dit que B est une base directe si

detz, B > O et indirecte si detg, B < 0.

3.2 Orientation d'un hyperplan

Un hyperplan est orienté par le choix d'un vecteur normal 77 .

Une base B de H est dite directe si, et seulement si, (8,7) est une base directe
de E.
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Endomorphismes
orthogonaux

1. Définitions et caractérisations

1.1 Définition

Dans un espace vectoriel euclidien E, un endomorphisme f est dit orthogonal s'il
conserve le produit scalaire, soit

Vx € E VyeE < fINfQ) >=<x|y > ).

On dit aussi que f est une isométrie vectorielle.

@ En fait, la condition (1) entraine f € L(E).

1.2 Conditions équivalentes
f € L(E) est orthogonal si, et seulement si, il vérifie I'une des conditions suivantes :
(2) fconserve la norme, soit

Vx e E Il = lxll
(3) il existe une base orthonormale B telle que f(B) soit une base orthonor-
male ;

(4) pour toute base orthonormale B, f(3) est une base orthonormale.

1.3 Corollaire

Un endomorphisme orthogonal f appartient a GL(E). Il est appelé automorphisme
orthogonal de E.

Ses seules valeurs propres réelles possibles sont 1 et —1.

1.4 Exemples

Les symétries orthogonales et les réflexions sont des automorphismes orthogo-
naux.

Mais une projection orthogonale distincte de l'identité n'en est pas un; si
x € Kerp avecx # 0,ona |[p(x)| < |lx]|.

1.5 Groupe orthogonal

L'ensemble des automorphismes orthogonaux de E est noté O(E) et appelé
groupe orthogonal de E. C'est un sous-groupe de GL(E).
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2. Matrices orthogonales

2.1 Définition

Une matrice carrée A est dite orthogonale si c'est la matrice de passage d'une base
orthonormale B & une base orthonormale 5'.

L'ensemble des matrices orthogonales d'ordre n est le groupe orthogonal d'ordre
n ; il est noté O(n).
2.2 Conditions équivalentes

Une matrice carrée est orthogonale si, et seulement si, ses vecteurs colonnes véri-
fient :

Vi VJ < C,'|Cj >= 5,"]'.
Une matrice carrée d'ordre n est orthogonale si, et seulement si :

"AA=1, & "A=A"",

2.3 Lien avec les endomorphismes

Soit B une base orthonormale d'un espace euclidien E et A la matrice de
f e L(E)dans B.On a:

AeOm) < fe€O(F).

Le groupe O(n) pour le produit de matrices est isomorphe au groupe O(E) pour
la composition des applications.
2.4 Déterminant d'une matrice orthogonale

Si A est une matrice orthogonale, on adet A = 1.

@ Attention, la condition est nécessaire mais non suffisante.

2.5 Groupe spécial orthogonal

On appelle groupe spécial orthogonal SO (E), ou groupe des rotations de E, le
sous-groupe de O(E) formé des automorphismes orthogonaux de déterminant
égala 1.

De méme pour les matrices : SO (n) = {A € O(n) ;det A = 1}.
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Endomorphismes orthogonaux

3. Casdeladimension 2

3.1 Rotations

La rotation d'angle € appartient a SO(E).
Dans toute base B orthonormale directe, sa matrice s'écrit :

cosf —sinf
sin 6 cos 0
OnadetA=1 e trA=2cosf.

3.2 Réflexions

La matrice de la réflexion d'axe A dans une base B est de la forme :
cosf sinf
sinf —cos 6
mais elle dépend de 5. Dans une base adaptée, elle s'écrit :
1 0
0 -1

A est 'ensemble des vecteurs invariants. Onadet B = —1 ettr B = 0.

4, Casdeladimension3

Le classement se fait suivant la dimension de V = Ker (f — Idg), espace vecto-
riel des vecteurs invariants par f.

4.1 Casdim V =3
On a alors f = Idg.

4.2 Casdim V =2

fest alors la réflexion par rapport a V. Dans une base adaptée, sa matrice est :

1 0 O
0 1 0
00 -1

43 Casdim V =1

f est alors une rotation d'axe V. Si on oriente 1'axe et si on note son angle 6, sa
matrice dans une base adaptée directe, est :
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cosf —sinf O

sinf cosf O
0 0 1

Etude pratique d'une rotation

Si r est la rotation d'axe dirigé par un vecteur unitaire 77 et d'angle 6, on a :
HX) = (7. T)7W +cos[ X — (7. X)7 | +sin07W AX.

Réciproquement, soit f un automorphisme orthogonal dont l'ensemble des vec-
teurs invariants est une droite de vecteur directeur unitaire 72 .
C'est une rotation dont l'angle 0 vérifie trA =1+ 2cos¥.
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Endomorphismes
symétriques

2% année

1. Adjoint d'un endomorphisme

1.1 Définition

Soit f € L(E) ; I'adjoint de f est I'unique élément f* € L(E) tel que
VxeE VyeE < fX)y >=<x|f*) >

1.2 Propriétés

e L'application ¢ : f + f* est un endomorphisme involutif de L(E), c'est-a-
dire que 1'on a toujours :

*

(f+e=f+g + (\) =" 1 () =r
¢ Si B est une base orthonormale de E, on a :
A=matsgf = 'A=matgf".
Henrésulte (fog) =g"of*
Si fest inversible, alors f* est inversible et ( f *)_l = (1"
* Endomorphismes orthogonaux

feOE)  f*=f"

* Noyaux et images
Kerf* = (Imf)L o Imf* = (Kerf)L ;org(ff) =rgf
f(F)CF « f*FYcF*

2. Endomorphismes symétriques

2.1 Définition
f € L(E) est symétrique, ou autoadjoint, si f = f*, c'est-a-dire :

VxeE VyekFE < f)]y >=<x|f(y) >
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Endomorphismes symétriques

@ Attention a ne pas confondre endomorphisme symétrique et symé-
trie.

On note S(E) l'ensemble des endomorphismes symétriques de E.

2.2 Propriétés
* Si A est la matrice de f dans une base orthonormale 53, on a
f symétrique <= A = A.
* S(E) est un sous-espace vectoriel de L(FE), mais pas une sous-algebre car, si
A et B sont symétriques, AB est symétrique si, et seulement si, AB = BA.
* p projecteur orthogonal <= p> = p et p* = p.

* s symétrie orthogonale <= s = sl = g*.

2.3 Diagonalisation des endomorphismes symétriques
Soit f un endomorphisme symétrique de E.

* Le polynome caractéristique de f est scindé sur R.

* fest diagonalisable dans une base orthonormale.

* E est somme directe orthogonale des sous-espaces propres de f.

* Corollaire

Si A est une matrice carrée symétrique, il existe une matrice diagonale D et une
matrice orthogonale P telles que :

A=PDP'=pD'P.

% Le calcul de P! est immédiat puisque P~! ='P.

2.4 Forme quadratique et valeurs propres
Soit A une matrice symétrique réelle et g la forme quadratique associée.
q est positive <= les valeurs propres de A sont > 0O ;

q est définie positive <= les valeurs propres de A sont > 0.
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