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1. Convergence d'une série entiére

1.1 Série entiére

Une série entiere est une série de fonctions de la forme :

+00

Zun (z) avec u,(z)=a,7"

n=0

ou z est la variable réelle ou complexe et les a, des constantes réelles ou com-
plexes.

1.2 Lemme d'Abel

+o00
Si la suite (|an| r”) est bornée, alors la série Z a, 7" converge absolument pour
n=0
tout z tel que |z| < 7.
1.3 Rayon de convergence
+00
Si Z a, 7" est une série entiere, elle vérifie une, et une seule, des trois proprié-
n=0
tés :

* la série converge uniquement pour z = 0 ;

* il existe un nombre réel R > O tel que la série converge absolument pour tout z
tel que |z| < R, et diverge pour tout z tel que |z| > R ;

* La série converge absolument pour tout z.

Le nombre R du deuxieme cas est appelé rayon de convergence de la série entiere.
Dans le premier cas, le rayon de convergence est nul.

Dans le troisieme cas, on dit que le rayon de convergence est infini.

1.4 Détermination du rayon de convergence

* Le nombre R est la borne supérieure des ensembles :

+00
{reR,; Zan r" converge} ; {r € Ry ; |a,|r" borné}
n=0



* On détermine souvent R a partir de la régle de d'Alembert.

Si lim Mot @)

22 = |z|*, en écrivant :
n—+oo  |u,(z)|

1
lzff <1 |z|<\'/;
1
on obtient R = \‘/; .

@ Cette méthode suppose l'existence d'une limite, ce qui n'est pas tou-
jours le cas.

1.5 Mode de convergence

+00
* La série Z a, 7" de rayon de convergence R converge absolument dans 1'inter-
n=0
valle (ouvert) de convergence ] — R, R[ dans le cas réel ; dans le disque (ouvert)
de convergence B(0,R) dans le cas complexe.
Pour |z| > R, la série diverge.
Si |z| = R, il n'y a pas de résultat général.
» La convergence est normale, donc uniforme, sur tout compact inclus dans le
disque (ou l'intervalle) de convergence.

1.6 Opérations algébriques

+00 +0oo
Soit E a, 7" et E b, 7" deux séries entiéres, de rayons de convergence respec-
n=0 n=0

tifs Ry et R, et de sommes respectives f (z) et g(z).

e Linéarité
+o00

Pour tous o € R et § € R, la série entiére Z(a a, + Bb,) 7" a pour somme
n=0

af(z) + Bg(z) ; son rayon de convergence R est tel que :

R = min(Rl,Rz) si R1 3& R2
R > R si Ri =R,



¢ Produit

Si I'on pose :
n
cp=aob, +arb,_1+---+a,by= Zakbn—k
k=0
+00
la série entiere Z cn 7" a pour somme f(z)g(z) ; son rayon de convergence R est
n=0
tel que R > min(R,R;).
1.7 Continuité
+00
Soit Z a, 7" une série entiére de rayon de convergence R # 0 et de somme f(z).
n=0

La fonction f est continue sur son disque de convergence (cas complexe) ou son
intervalle de convergence (cas réel).

2. Série entiére d'une variable réelle

2.1 Dérivation

+00

Si la série entiere f(x) = Za,, x" a pour rayon de convergence R # 0, alors f
n=0

est dérivable dans ]| — R,R[ etl'on a :

+00
fl(x) = Zn a, x" .
n=1
Il en résulte que f est indéfiniment dérivable sur | — R, R[.

Une série enticre et sa série dérivée ont méme rayon de convergen-
ce. Mais, sur le bord de l'intervalle de convergence, les deux séries
ne sont pas toujours de méme nature.

2.2 Intégration

+00

Si la série entiere f(x) = Zan x" a pour rayon de convergence R # 0, pour
n=0

toutx €] — R,R[ona:



X +00 xn+1
t)dr = a, .
/0 fO@=3 0

La série entiere ainsi obtenue par intégration terme a terme a le méme rayon de
convergence que la série initiale.

3. Développement d'une fonction en série entiére

3.1 Série entiére associée a une fonction
Soit f une fonction d'une variable réelle, définie sur un intervalle ouvert U conte-
nant l'origine.

On dit que f'est développable en série enticre s'il existe une série entiere de rayon
de convergence R # O telle que :

400
Vx €]— R,R[NU f(x)=2anx".
n=0

On dit aussi que f est analytique en 0.

3.2 Condition nécessaire

+00
Si f est développable en série entiere avec f(x) = Zan x", alors f est indéfini-
n=0
S™(0)
=
Donc, si le développement en série entiere de f existe, il est unique.

70
n!

ment dérivable et a,

La série x" est la série de Taylor de fen 0.

n=0
Plus généralement, f est analytique en x s'il existe un intervalle ouvert contenant
xo dans lequel 1la somme de sa série de Taylor en x( est égale a f (x), ce qui signi-

fie qu'il existe R > O tel que :

+00 ()
fx) = Z% (x —xp)" pour |x —xp| <R.
n=0 .

@ Attention, il peut arriver que f soit indéfiniment dérivable au voisi-
nage de 0 et que sa série de Taylor diverge pour tout x # 0, ou qu'el-
le converge et que sa somme soit différente de f(x).



3.3 Condition suffisante

Si f est indéfiniment dérivable dans l'intervalle / défini par |[x — xp| < R et s'il

existe une constante M > 0 telle que :

vneN Vxel |fPw|<M
alors f est analytique en xy.
3.4 Développements de base
0 n
e’ = — R =+o0
= n!
+00 2
cos x = ;(—1)” ) R =+
0 2
Chx:;(%)! R =400
. +00 2+l
sin x = ;(—1)"m R = 400
100 2n+l

shx = ; m R =400

1 +00
T = ;x" R=1

+oo Xl
In(l+x) = ;(—1)” i |R=1
+00 K2+l

arctan x = ;(—1)" T R=1
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