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Mamouni My Ismail

Corrigé Devoir Libre n"22 (Pr. Bergeron)

Courbes & Surfaces
MP-CPGE Rabat

,{ Blague du jour }

e Comment appelle t-on un chien sans pattes? On ne 'appelle pas, on va le chercher !

e Un vieux rat rencontre une petite taupe. Curieux, il lui demande :
- Que veux-tu faire plus tard, ma petite 7
- Taupe-modele !!

— John Edensor Littlewood (1885-1977)

Mathématicien anglais. Il a surtout travaillé en analyse sur le sujet des fonctions entieres. Il a collaboré
pendant de nombreuses années avec Hardy et ils ont formulé ensemble deux conjectures. Il a aussi travaillé
sur la théorie de Fourier. Il est lauréat de la Médaille Sylvester, de la Royal Medal et de la médaille Copley
en 1958.

Exercice
1-a) OnON,  un(r)| =r".|cos@®)| < r".

La série géométriquk, r" converge car| < 1.

Par comparaison, la séfieu,(r) est absolument convergente donc convergente
1-b) OnON,  ug(r) = Re(r.€%).

La séried_ (r.€®)" est une série géométrique de raiset! avec|.€®| =r < 1.

Cette série est donc convergente et a pour so@r@eeie)” = ﬁ.

n=0 o
. n B 1 _j_ e{ 1 )_ (1—r.cosﬁ+i.r.sinej
Par sune,ng,or -cos(0) = R{l —re® " R 1—r.cod—i.r.sim) Re 1—2.cod +r?
. n _1-r.co®
D'ou Eor .cosfB) = 17 co® +72
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_ 1-r.co® . : . 2
2-a) f(r, 0) = 1— 7 cod + 12 existe si et seulement si 1~@9 +r°# 0.
1-2.c00+r’°=0 « 1—2.coP +r°cos0 +r’sif0=0 « (1—r.cod)?+ (r.sim)’>=0
5 r.sim=0 (a)
Donc 1-2co9+r°=0 = {r.cosezl ()

Comme #£0, (@)= 60T < co9==x1.
Commer| < 1, cette condition est incompatible avec (b).

. _ 1-r.co® .
Par suite: |Or0]0, 1[, OBOR, f(r, 8) = 1— 7 cod + 12 existe.
- n _ n 41— 4 20 -r.co¥)
2-b) Or0jo, 1[, 060R, 1+ 2n§lr .cos(B) =1+ E:or .cos(0) 1} =-1 T 7 oo +12
—1+2.co9-r’+2—2.cod
+ n =
Or0djo, 1, 06UR, 1 Zglr cos(0) 1T coB+r2
Donc: |Or0]0, 1[, O60R, 1+ 2> r".cosfB) = 11" 5|
Y ' n=1 1—-2.coP +r

Probléme
Premiere partie
I-1) On note (H) I'équation différentielle sin)2 '(t) — cos(2).f(t) = O.

Sit]0, w2[ alors 200]0, 1{ et sin(2) >0 donc sin(@ # 0.

Sur10,772[, (H) - f'(t)—(;iLnS(%zf(t)zo.

C'est une équation différentielle linéaire honmagdu premier ordre résolue €n

Sia(t) = —% alors Af) = —% In[sin(2t)] est une primitive da sur ]0,172[

et la solution générale de (H) suritR[ est f(t) =A.e*®, AOR.

La solution générale de (H) sur j@2[ est dondf(t) = M/sin(2), )\DR|.

-2) On note (E) I'équation différentielle sit\2'(t) — cos(2).f(t) = (sin(2))*2
surlo,w2[, (E) = f '(t)—%f(t):\/sin(z).

C'est une équation différentielle linéaire dunpiex ordre résolue .
On cherche les solutions de (E) sous la faithe= A(t).A/sin(2).
Il vient: A'(t)A/sin(2) =+/sin(2) soit A'(t) =1 etA(t) =t+k, kOR.

La solution générale de (E) sur {@2[ est donc|f(t) = (t + Kn/sin(2), kDIR|.

Deuxiéme partie

I-1.a)  d(AM).dBM) =K - [[x+a)’+y][(x=a) +y]=K]| (*)

1-1.b) (*) = (C+y+ai+2a)é+y+ai—2ax) =k
*) < (*+a’+ 2ar.cod)(r’ +a’— 2ar.cod) =k*

(*) = |(?+ad)?—4air’.cod =K.
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[-2.a)

11-2.b)

[1-2.c)

11-2.d)

11-3.a)

lI-a.b)

Sion pose R #, il vient (R +a%)? - 4a%.R.co$6 = K*
ou encore R+ 2a°.R.(1 —2co®) +a*—K* = 0.
Comme 2cd$ — 1 = cos(R),

R est solution de I'équation du second dedré® — B%.R.cos(®) +a’ —k*= 0| (1).

—  Pour cette équation du second degi = 4a*.co$(20) — 4a* + 4k* = 4[* — a”.sirf(20)].
Donc| (1) admet des racines réelleskést a’.sirf(26)|.

— Dans ce cas, leur produit vaat —k* et leur somme vaut a2cos(®).

{ a’sirf(28) <kK*<a’
cos(B) =0 '

Pour avoir deux racines positives, on obtiesitclenditions

Si I'équation admet des racines réelles positil@s R =r2 = a?.cos(D) +/K* —a’.sirf(20) = 0

dond| r = +\/a?.cos(®) + /K —a".sirf(26)

ce qui donne bien 4 courbes d'équations poleggzectives:

r1(8) =\/a2.cos(®) —[K' —a*.sir?(26) r(8) =\/a2.cos(B) +/K — a.sirf(26)
r3(0) = —r1(8) et ry(6) =—ry(0).

Il faut tenir compte de la condition co8§2 0 pour préciser l'intervalle d'étude.

-  Les guatre fonctions étantrepériodiques, on se restreint a une étude sur4;-7v4]
suivie d'une symétrie par rapport au point @afion de centre O et d'angi

-  Ces quatre fonctions étant paires, on peut ersmrestreindre a [@74]
puis faire une symétrie par rapport a I'axe ipglsuivie de la symétrie par rapport au pole.

Sik=+a, il vient r = J_r\/az.cos(:a) + a\[1 — sif(20) = + a\/cos(D) + cos(D)
On obtient dongr = ia\/ZCOS(ZB) car la valeur = 0 est atteinte pomﬂ‘r:g.

On retrouve, pour ce cas particulier, les syragtprécédentes:

-  par rapport a O parpériodicite,

—  par rapport a (OL) par parité,

~ par rapport a (O}) par combinaison des deux précédentes.

~  Les symétries permettent de se limiter a I'étude=tg/cos(D) sur [0,174].
-  Sur cet intervalle, cos@ décroit de 1 a 0 dorredécroit de 1 a 0 en restant positif.

Note r'=_—SiN@X)
~/cos(dD)

- PourB =0, la courbe passe par le point I(1, 0).
Sa tangente dans le repére mobile est dirigeé (& 1)
ce qui donne une tangente verticale.

- Si6 :g, la courbe passe par le pole et la tangenta esblted :E.
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0.5

Troisiéme partie

I11-1.a)

11-1.b)

1I-1.c)

I11-1.d)

y =r.sind
z=2

{x:r.cosa

X0+ YV +ZK =xi +yj +zK

= (X.co® - Y.sim)i + (X.sid+ Y.coP)j + ZK =xi +yj +zK
X.coP — Y.sirb =x

- {X.sine +Y.co¥=y car {,],K)estune famille libre
=12

{ X = X.co9 +y.sind

Y = —x.sind +y.cod
=17

{ U=co®.i +siml.j { i =co®.u - siB.v
V==siM.i +co®.j ~ y

au _ oV

0 E] _ . G & _ g ov _ G . & o ou oV _ .
3 =—siB.i +cod.] =V et 3 =—co$9.i —sirb.j =—u donc 3 =V et 30 =—ul.
cod —-sib 0
La matrice de passage de la basej( k) a la basel(, V, k) est P 3 sind co$ 0 |.
0 0 1

C'est la matrice de la rotation d'an@let d'axe (OK).

C'est donc une matrice orthogonale de détermingaita +1.
comme {, |, K) est une base orthonormale directe,

(U, v, K) est aussi une base orthonormale directe.

Par suit¢ (Ofi, V, K) est un repére orthonormal dirpct
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H1-2.a)

11-2.b)

1-2.¢)

1-3.a)

11-3.b)

11-3.c)

Il est nécessaire d'exclure les points de I'axekQpour que le calcul deait un sens
donc on travaillera avecIR".

2 .
22525 ot 2= SM0) ooi [ = cos@)]

(%) apparait donc comme l'image de la nappe paraenétré

X=r.coH

¢, ©) TR0, 2r{ 0~ M { y =r.sind
z= cos(d)

z=cos(®) = —1<z< 1.

Donc ) est contenue dans la partie d@d@mprise entre les deux plans paralléles
d'équatiore=—1etz= 1.

Xx=0+ cosfp) xr
Pour une valeur fixé@ de6 dans [0, 2{, il vient {1 y=0+sinBg) xr , rOR’.
z=cos(By) +0xr

0 cosPo)
C'est une représentation paramétrique de laedfGit)) avec { 0 J et U( sin(eo)J
cos(Do) 0

privée du point C et cette droite est parakiglan d'équation= 0.

Par suite:| X) est une réunion de droites paralléles au plaqudton z = O|.

r
Dans le repére cylindrique (@Q(8), V(8), k), M(r, 8, 2) a pour coordonné{s 0 J
cos(dD)

OM =r.{i(8) + cos(®).K donne %(r, 0) =r.¥(8) — 2.sin(B).K et %—Kr"(r, 0) = ti(0).

N(r, 6) :%(r, 0) D%—Kg

(r, ) = 2.sin(B).v(6) +r.K est un vecteur normal &)(au point M.

X r—X
F{YJDI'IM - #M( -Y JD N(r, 6 = —2sin®).Y +r.(cos(®) —2)=0
Z cos(d) - Z

Une équation dBly, dans le repére cylindrique est dod]c: 2.90W2+r.Z = r.cos(ZB)|.

X
Y Oy =
Z

Ce qui redonne I'équation  2.siff¥ + r.Z =r.cos(®)|.

1 0 X —=r
0 r Y
0 —2.sin(D) Z - cos(B)

r Y

_2.sin(®) Z—-cos@®) |2
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[1-3.d) La droite dont il est question est celle définia guestion 1l1-2.c.
X=r.cod
Elle a pour représentation paramétri{ma: rsild | rOR" dans le repére (@, |, k)
z=cos(d)
X=r
donc{ Y=0 , TOR" dans le repére cylindrique.
Z = cos(®)

OrOR", 2.sin(B)x0 +r.cos(B) =r.cos(D) est une égalité vraie.
Donc tous les points de la droite appartienndmg;a

Par suite:| cette droite est incluse dans( I'IM|.

a

b
[11-4) Soit M a2 _p? | avec &, b) # (0, 0) un point dex),
a+b’
le vecteurN" = (4ab?, — 4a°b, — (@ + b?)?) est un vecteur normal &)

X
P[VJDI'IM - PMON' < [dabPx—4a’by— (@ +b)°z+a’—b*=0].

z

Quatrieme partie

r(t)
IV-1.a) Le point M{(t), 6(t), z(t)) a pour coordonné{so J dans le repere cylindrique.
z(t)

IMO(Z) = z(t) = cos[B(1)]].

IV-1.b)  OM(t) =r(t).t + cos[B(t)]. k.
Le point M étant régulier la tangente en M aiést dirigée par le vecteuah

(W = =1(0).U +r(0).6'(t).V — 2sin[B(1)].6'(1). K.
i 3 S " S - ‘9' 1‘
getf M M oM [ r O|=-2rsin(®).|, /=0
(dt 08’ aj —2.sin(®).0' —2.sin(B) 0 o

Donc| la tangente & ] est contenue dans le pIHrm|.

IV-1.c) SoitBy une valeur fixe dans [07@
(N): tOI oo (r(t), Bo, cos(By)) avecr de classe Esur | définit un arc de classé acé sur).

Au point Mto), la tangente d() est dirigée paf_— 3f\ﬂ =r'(t).u car Qo) =

On retrouve la droite définie au Ill-2.c.

| Cette droite est donc bien incluse daxsn( I'IM|.
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IV-2) AM(B) =r(6).u + cos(B).k
dM d°M

(9) =r'(0).U +r(8).V — 2.sin(B).k| e

—

2 ©® =[r"(®) —r(®).u +2'(8).v - 4.cos(B).K|.

IV-3.a) Le point M@) est commun aux deux plang BtIMy.
On travaille dans le repere cylindrique.

0
- N(@(®), 9)[2.8"1(29)] est un vecteur normaly.
r(6)
[ O ) g (OO
- (e) r(6) d92 —(0) 2r'(6) sont deux vecteurs directeurs dg P
— 2.sin(B) —4.cos(B®)
et ces deux vecteurs sont linéairement indépeada
N(r(6), 8) O ‘W(e) (3)
I:)l\/l = I-lM And B dDZGM
N(r(6), 6) 0-5z(6) (4)
N(r(6), 8) O am(e)
Donc |[) est une ligne asymptétique d8 6si Esz
N(r(6), 6) 0-552(®)

IV-3.b)  (3) est toujours vraie.
(4) = sin(d).r'(6) — cos(B).r(6) =0 ce qui correspond a I'équation (H) de ldipdr

| La courbel() est une ligne asymptotique @8 &sir est solution de I'équation (|—.|)

Ezf
IV-3.c)  N(r(8), 6). ig'(e) 0 = df\'(r(e) 9. am g ©) + N(r(6), ). dgé'(e) 0
am _
_ N®), %40 ®) = dN(r(6), 8) am,
PM - rIM hnd [ZM And de e) -
N(r(8), 6). rralls
. — 2.sin(D) r'(0)
Commemggm% 4.cos(B) J et %(6)[ r(6) }
r'(0) — 2.sin(®)

on retrouve la condition

| (M) est une ligne asymptdtique d8 (= r est solution de I'équation (H)

IV-4) Si (M) est une ligne asymptétique @8 ,(alors la projection dd | sur le plan d'équatian= 0

est| une courbe d'équation polair®) r A\\/sin(28), AOR|.

Ala prochaine
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