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Former pour réussir

Corrigé Devoir Libre

Résolution d’une équation différentielle

°¢*Corrigé Pr. Taibi, CPGE Rabat I

Partie I

1.

L’application ¢ ~ +*~le™" est continue sur ]0, +oo[ pour tout

réel x .

a. Ona:tle? ~ #71 donctrs +* le " estintégrable

t—=0+
sur |0, 1] si, et seulement 1 — x < 1 soit x > 0.
1
b. Onaaussit* le! = O (-), donct — e ! est
t—too t2

intégrable sur [1, +oco| .

L'application t prlo=t — pmtp(z=1)In() agt continue sur

e—ttZ—]. —ttéR(Z)—].’ donc

10, +00[, et que pour tout ¢t > 0, ’ =e

par la question 1°), 'application t — t*~1e™" est intégrable
sur |0, + oo si et seulement si R(z) > 0.

Quelques formules utiles :

a. Les applications t + #* et t +— e ' sont de classes C
sur |0, +-oo| et que pour tout z € C tel que R(z) > 0,

ona: e 't?| = et RE) -1 o 0. On applique alors
400

une intégration par parties a l'intégrale I'(z +1) =
—+00
[ e
0

—+00

z,—z—1 —tyz] o0

Iz+1) = /te it = [—e'F], +

0

+o00
z / t*~le~!dt = 2T'(z) pour tout z tel que R(z) > 0
0

Pour tout z € C tel que f(z) > Oettoutp € N*,ona:
Iz+p)=T(z+p-1)+1)=z—p-1DI(z—p-—-1).
P p

Dou: [[T(z+k) = [[e-k-1)I(z-k-1) =
k=1 k=1

p—1 p—1
[[(z—k) [ [T(z —k) et par suite :
k=1 k=1
p—1
Iz+p)=[](z—KI(z)
k=1
Onprendz =a+1,ona: R(z) = R(a+1) = N(a) +
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1 > 0 et par suite
—1

‘E

[a+1+p) =

>

=1

Pour tout x > 0, la fonction t — *~le~! est continue et
+o00
strictement positive, donc I'(x) = / t*le7tdt > 0.
0
Par un simple calcul, onaT'(1) = 1 et par b) pour « =0,
p=mn,ona:

4. Développement en série de I'.

a.

Soit z € C tel que R(z) > 0, on a: I'(z) =

T e [ e
101] [1,400]

00 (1)1
Ecrivons ¢! = Z ut”, on a alors:

= n!
o0 (_
X
n=0

1)n tz—i—n—l
Si l'on pose f,(t) =

tZ—le—t

(_1)n z4+n—1
Tt pour t €]0,1], on a:

fn est intégrable sur |0, 1] pour tout entier naturel n et

que /]0,1] fu(t)ldt < /]0,1] %dt = % et puisque la série

1
Z — converge, il en résulte par le théoreme d’intégra-
n!

ya+1) TJ(a+1+k) =T(a+1)(x+1)..(a +p)

tion terme a terme que

1 +00 n 1 400 n
21—t v (=1) / T e S DA |
/Ot e dt—27n! Ot dt—27n! p——

n=0 n=0

Posons f,(z) = (=1)"

pourn € Netz e CO\Z™ .
n!' z+n

Pour n € IN, la fonction f, est continue sur C\Z~ (
fraction rationnelle en z )

pour tout z € C\Z™ ettoutn € IN, on a: |fu(z)] =
1 1 1 1

B ___ 000 < N
n!|n +z| n!|n+ R(z)|
donc ) _ fu(z) converge absolument et par suite ) _ f,
converge simplement sur C\Z ™.

Soit K un compact inclu dans C\Z~, et &« = d(Z,K),
onaa > 0car Z fermé et K compact. On a alors pour

car |[n+R(z)| < |n+z|,

tout z € K, ettoutn € N, [n+z| = d(—n,z) > «a,
1 1
donc |fu(z)] < wnta Sala . Comme la série Z—

converge, il en résulte que 2 fn converge localement

uniformément sur C\Z", donc par le théoréme de conti-
—+o00

nuité la fonction somme 2 fn est continue sur C\Z"~
n=0

[09)
On peut aussi montrer que Z fn est continue en tout
n=0
point zg de C\Z~ en effet: Comme C\Z~ est un ou-
vert, on a pour tout zp € C\Z~, il existe r > 0 tel
B(zp,r) C C\Z~, on prend alors le compact K = B(z, «)
et on termine comme avant .
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5.

Soit0 <a<bett>0,0na:t' ! = e(@=1)n(t)

a.

Sit €]0,1],, alors In(t) < 0, donc (a —1)In(t) > (b —

1)In(t) et comme x— e est croissante, on déduit que

71 > P71 Soit max (#7107 = 2L

Sit > 1,alors In(t) > 0, donc "1 < t*~let par suite

max (1, 1) = -1,

Conclusion finale : Pour tous0 < a < bett >0,0ona :
max(ta_l,tb_l) < ta—l + tb_l.

Pour t €]0,1], on a daprés a) 0 < 1 <

max(£* 1, #971) = 1771 = max (21, P71

demémesit > 1,ona:0 < 1 < max(+ 1,71 =

=1 = max (21, 1071

En conclusion: 0 < 1 < max(t*"!, 1) pour tout

t €]0, +00]

La fonction f : (x,t) +— t*le7. est continue sur

RY x R%

lo—t x=1)In(t) ast de classe

L'application x +— t*~ — ¢ fel
C! sur R* et %f(x,t) = In(t)f(x, t) pour tout (x,t) €
RY x RY.

De plus pour tout compact K = [a,b] C R} et tout
< In(t)] et <

IIn(t)| e Pmax(t*~ 1,27 < In(t)[e (1L + #2)

et que la fonction @ : t — |In(t)|e f(t* ! + 1)

est intégrable sur R% car Vip(t) = V(! +
-1

+

" De tIn(t)] — 0. Pour t > 1, ¢(t) < (°
=0+

(x,t) € KxR%, ona: '%f(x,t)

Mo

Former pour réussir

et = (17 +th)e .

Donc par le théoreme de dérivation sous le signe inté-
gral, il en résulte que T est de classe C' sur 'ouvert R*.
et que

I'(x) = / T e byt = / T n() et
o dx’ 0 '

d. Onal(x+1) = xI'(x) pour tout x > 0, et comme I' est
continueen 1,ona lim I'(x+1) =T(1) =1, donc
x—0F 1
r(x) ~x—0t X
Partie II :

—+00
A>0, a €R, yu(x)= Z a, X"
n=0

a.

ap # 0 et y, est solution sur |0, R[ de 1’équation (F)) .

L'application x — x“ est de classe C™ sur R}, et que
[o°]

x — Y a,x" est de classe C* sur |0, R[ ( somme d’une
n=0

série entiere ), donc y, est de classe C® sur ]0, R[ (pro-

duit de fonctions de classes C*).

(o] (o]
Par calculs : ) (x) = ax® ' Y a,x” + 2 ) nax" Tt =
n=0 n=1
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(e e]

—(F*4+A) Y ayxtt
n=0

(ee]

Yy, est solution sur |0, R[ de (Fy) < Vx €]0,R],

—|—Z a+n)agx™ 4+ Y (a+n)(a+n 11)Iz7ix“+h —0 1

P 1
k "ou =
)I dou IE (/\—1—2]{)2—)\2

T(A+1)

1
k(X 1K)

»

Il S

,_\:j
Il

n=0 n=1 arpt i iA+k  22Pp!T(A+p+1)
5 Vx €]0, R| En conclusion' f+1)
2 o +
ZO((nJruc) — A%, x*t Zan 2"t =0 Vp eN, aZP_ZZPp!F(AerJrl)
& Vx €0, R|
2 _ 52 & aszzi’ B2p 5
Z((n+o¢) — A%)ayx" —Zan 24" =TPoear x*>=£00, on a : 51| = Xt =
n=0 n=2 y(p—1) X" T2(p-1)
) 1
On fait tendre x vers 0" obtenir a®> — A2 = 0 car > — 0, donc le rayon de conver-

a9 # 0 et puis ((« +1)*> — A?)a; = 0 et une recurrence

(a4+n)?=ADa, =a,_,..

b. a= A, a9 # 0ety, estsolution sur |0, R[ de (Fy) . iii.

i. Ona:y,(x Z apMtt = xA Y a,x". On sait
n=0

que (1) ((A —|—n) — A®)a, = a,_, pour tout n > 2

Puisque . (A +1)>— A% # 0,onaa; = 0 et par

la relation (1), on a: az,11 = 0 pour tout p € IN

etay, = (At 2p)7 = /\zaz(p_l) pour tout p € IN™.
e = Morgp—pll
Donc asg ar(k—1) =
k=1 1 (A 2k)2 — A% k=1 )
p 1 p—1 p 1
Aok SOit < apy = a
H(A+2k)2—A2H, 2% 2 H(/\Jer)z—Az 0

Mais (A + 2k)2 — A2 = 4Ak + 42 = 4k(A +
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(A +2p)2 + A2°
gence R est infini .

p—+oo

On suppose 2g2'T(A +1) = 1.

~+o00
Ona: Z asz2p+/\
p=0
i +Z°° ap F(/\ + 1)
=2%p!T(A+p+1)

_ Jio ap I'(A+1) (Xy2rtagh
P T(A+p+1)2
AN +2°° l;(f)%ﬂ
SpIT(A+p+1)2
Equivalent au voisinage de 0 :
D’apres les propriétés des séries entieres, on a :
1 1 & )2p 1

;;)p'F(/\+p+1) coor T(A+1)

Vx>0, yr(x) =

2p+A

car ag
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Donc
1 X

I A V.
y)\(x) x—>0+ r()t—l—l)(Z)
c. Onsupposeici que 2A ¢ IN .

i. D’apres la question 1 et 2) la fonction y_, est aussi
solution sur R de (F,) .

ii. Montrons (y),y_,) est un systeme fondamental de
solutions sur R de (Fy) .
Soit (a, B) € R? tel que ay, + By_ = 0.

Comme y,(x)
X

1 X\ _A
z : t
At o d om0

y_a(x) — oo, donc sil’on suppose a # 0, alors
x—0t

+ I"()»+1)(2) et y-a(x) X0+

en faisant tendre x vers 0, on aboutit a une contra-
diction.

On conclut que & = 0 et puis B = 0, donc les solu-
tions y, et y_, sont linéairement indépendantes .
(F\) est une équation différentielle linéaire du sec-
ond ordre a coefficients continus et sans second
membre, son ensemble de solutions est donc un
espace vectoriel réel de dimension deux. En con-
séquence : (), y_,) est un systéme fondamental de
solutions de (F)) et que toute solution sur R’ de
(F)) est de la forme :

y=ayy+py_, ou apB€ER
Partie III.
A- Etude de (F) :

Mot

Former pour réussir

(0]
Pour x > 0, ona:y,(x Z
n:0
a.
p
i. Pour tout entier k > 1 : JJax(x) =

4
H(zx+2k Haz(k_l) , donc ay(a) =
4

[ éao(w)-
i (a4 2k)2
Orag(a) = 1, d’ot la formule cherchée :
P 1
= —_— tout p > 1.
azp (o) IE CEE pour tout p >
ii. D’apres les notations de l’enoncé pour tout p €

N*, on a: a(a) = exp Zln —|—2k) ) =

p
exp(—2) In(a + 2k)), donc: ap,(«) =
k=1

4 2 ‘ ,
—;mazp((x)etpms a'9p(0) = —22 azp
= — ) 72(0)
% e
= —Hp.azp(())
P 1 < 1 )2
Or a O == = @ — N = - ,
»® = Ly = 22 = (7
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. 1 2
Hene: 2 () =~y + Yo + In(x)yf(x) +
b, =a),(0) = — (—) H o
r = 220) 2Fp! ’ 2Y " p(2p —1)bpx?P2
iii. ~Calcul du rayon de convergence Ry, : p=1
Onaby v~ In(p) = olzrs) car Hy ~ Done ¥22(x) + xzp(x) — (2 +0)z0(x) = —yolx) + 2xyh(
In(p), donc le rayon de convergence de la série en-
tiere ) b,x” est infini : +yo(x) +In(o
Rb = 400
b, —x2In(x)y
i. Pourtoutp € N* ona: (2p)2bp +4pay, (0) = —(Zp)zazp (0) + 4pa, (0) En tenant compte du.fait que Yo est sglu’Fion sur RY
) de (Fy) et de la question précédente, il vient :
= O ] - (20 = 0+ £ e
C x°zg(x) +xzp(x) — (x*+0)zo(x) = 2xyp(x) + 2p
Mais (Zp)zazp(()) = ay(p—1)(0), donc : p—1 ’
(Zp)sz +4pay,(0) = —az,(0)H, +4pa2p§0) _ i 4pa2p(0)x2p n i ‘
= —(p-1) (O)Hp—l_gaz(p—l) (0) + 4pa2p (0)
=0 } i bp-13%
= bp—l p=
D’ot le résultat demandé . car xyp(x
ii. Lapplication x — yo(x)In(x) est de classe C* sur 5
R’} ( Opérations ), donc zj est de classe C* sur R, = box" =0
Pour tout x > 0,on a: Ce qui permet de conclure .
z0(x) = yo(x) In(x) + ) _ byx?? 1 x
=1 . ~ o (2)0 =1, 0
/ , / © c. Commeyo(x) ~ 'FGH17) (3) = gy Z by
_— pP—

p=1 x—0t
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zo(x) )

traires .

B- Etude de (F) :

a.

ii.

Pour tout p € IN, on a: cpp(a) =
1 p
(0( T zp) C(p-1) donc ]lj[l CZk([X) S
p p )
p T 2k ]E[l Cok—1) et par suite cyp(a) = fm
P 1
E @y a1
et comme ¢p(a) = 1, on déduite que :
4 1
o) = g («+2k2 — 1
d b.

Pour tout p € N, 4,

p
cop(a) = — Y In((x+2k)* —1),0na: cop(a) =
k=1
P uc+2k) L.
k_21 IAE zp(zx).Dou

~ 1 \
—0t n(x)

ceci permet de prouver ( comme a la question II 3.b)
que les solutions yg et zo sur R de (Fy) sont linéaire-
ment indépendantes .et avec les mémes raisons que
dans I11.3D), toute solution de (Fy) est de la forme :

y = ayo+ Pzp ou a, B sont des constantes réelles arbi-

%czp(l). Comme
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Po21+2k) £ 1

dp = 2(1+2k 1E(¢x+2k)2—1 B
Z 1+2k)H 1

4k(1+k) (1+2k)2 -1

P 1 1 2 1

rE(sz)z—fgz;k(uk)_szlk—_Ik(Hk) :
2042 11 1 11 1, 11,
4k(k+1)  k k(k+1) k 2k k+17 2%k

7

P 2(1 + 2k) 1
done Y Sk + 1)~ 2

résultat demandé :

(Hp + Hpy1 —1). Dot le

H H -1
dP 22p+1p (P+1)( p T Hpi1 )

Ona: .
o= eyt e D=
1 1 1
2H 1) ~ —————1In(p),
22PHpl(p +1)! X ijp+1 )p—m 22 pl(p +1)! n(p)

donc le rayon de convergence demandé :
Rd = 400

On a: Pour tout p € IN¥, ((1 +2p)? —
2p)cap(1) =d,_1 . En effet :
par dérivation de l'identité cz,, () ((1 +2p)? —

1) dp+2(1+

1) =

Co(p—1)(®), on a: ¢, (a) (((x +2p)? — 1) + 2(a +

Ty
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_ A 00
2p)eap (&) = cy(p)(®) 2l (x) + il (1) — (1 + P (x) = day(x) + Y (2p +1
Poura =1,0ona : =0

dp((1+2p)* = 1) +2(1 +2p)eap(1) = dp1 = 4@ptl)

S pi(p + )izt
- Z dpa
p=0
i 1 4(2;
o) pl(p+1)122p
—_———
:CZp(l)

+Z 2p+1)* -

(o)
ii. Il est clair que les fonctions y; et x — Z dprP 1

o]
o . e - Z( (2p +1)cap(1
sont de classe C* sur R’ et par dérivation on ob- =1

tient pout tout x > 0 : )
= 2x
Puf (x) + xuf(x) — (1 +2P)ug(x) = *? (23//1 (x) In(x) + yl zy@?dEoeqzﬂgzrg flrule) ] ol b1>n solution sur R’ de

o (E1) -
+x <2y’1(x)1n( + y1 Z (2p +1)dpx? )

—(1 + x2 <2y1 ) In( x}—f— &d%g(ozggl; _ % + i epx”_1 avec R =
X
p=1
= 2In(x) xzy’l’( )+ xyp(x) — (1+ QQC)Z}/ 9 #4’5}’&’@.

£ Y @p 1) - (1 o) ,Oﬁ 5o xzu;'(x)+xug( ) = (1+ 2y (x) —

p=0
Czorlrllme ! e/st xsolution szur R% de (F;), on a: 2y _ 2330 n Z(P 1)y 2)epxp 2)
x7yp(x) + xyp(x) — (L+ x%)y1(x) = 0 et donc X
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X (x—i + Z(p — 1)epx’”_2> —2x = (r(p —
p=1 p=0
e, — epa)xP™h —(eg + 2)x — ey = 0.
comme dans la question ..., on déduit:
ey = -2
ep =20 , ce qui permet

Vp =3, p(p—2)ep—e,-1 =0
de conclure par une récurrence que: Vp € N,

€o
e = Oetey = car
2p+1 et €2p 22pp!(p +1)! = _2C2p(1)
ep = —2 et par suite R est infini et que u; est solu-

tion sur R’ de (Eq).

ii. (Fp) est une équation différentielle linéaire sans sec-
ond membre associée a (E;) et comme z; et 17 sont
solutions sur RY de (E;), il en résulte que z; — 1y
est solution sur R’ de (F) .

Comme dans la question.....,, en étudiant le comporte-
ment des solutions z; et y; au voisinage de 07, on dé-
duit que (y1, z1) est systeme fondamental de solutions
sur R’ de (F;), donc toute solution sur RY de (F) est
de la forme : y : x — ay;(x) + Bz1(x) olt & et B sont des
constantes réelles arbitraires .
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