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Résumé de cours: Géometrie euclidienne

du plan et de ['espace

8 janvier 2009

Blague du jour
Ce service est provisoirement suspendu.

mathématicien du jour Ptolémée
Claudius Ptolemaeus (90-168), communément appelé Ptolémée, était
un astronome et astrologue grec qui vécut a Alexandrie (Egypte).
Il est également 'un des précurseurs de la géographie. Ptolémée
a décrit DP’astrolabe inventé probablement par Hipparque, dessina
aussi la carte du monde en 150, qui couvrait 180 degrés de lon-
gitude des Canaries (dans l'océan Atlantique) jusqu’a la Chine, et
environ 80 degrés de latitude de 1’Arctique aux Indes et loin en
Afrique. Ptolémeée était bien conscient que ses connaissances ne cou-
vraient qu’un quart du globe. Ptolémée a également écrit les Har-
moniques, un traité de musicologie de référence sur la théorie et
les principes mathématiques de la musique.Il a aussi découvert une
facon de calculer pi en utilisant la base soixante. Enfin, dans Optique,
Ptolémée traite des propriétés de la lumiére notamment, la réflexion,
la réfraction et la couleur. Ce travail est une partie importante de
I’histoire de l’optique.

1 Géometrie euclidienne du plan.

1.1 Affixe d’un vecteur

— Si M est un point du plan d’affixe z € C, alors z est aussi 1’affixe du vecteur @\7[

— Si A et B sont deux points du plan d’affixes respectifs z4 et zp, alors I’affixe du vecteur AB
est le complexe zg — z4.

— Si W et ¥ sont deux vecteurs d’affixes respectifs z; et z,, on pose

<Zl722> = <77W> (1)
Det(z1,22) = Det(u, )
— Dans ce cas on a la formule suivante :
Z129 = (21, 22) + iDet (21, 22) (2)

Page 1 / 77


mailto:mamouni.myismail@gmail.com
http://www.chez.com/myismail

Mamouni, CPGE Rabat
MPSI-Maths

Géometrie

Résumé de cours

mamouni.myismail@gmail.com
www.chez.com/myismail

— En particulier,
quand z est ’affixe du vecteur w.

1.2 Angle orienté

1.2.1 De deux vecteurs

3)

On rappelle que ’angle orienté de deux vecteurs non nuls AB et C"ﬁ est donné par la formule

suivante :

-

Zﬁﬁkm4@_m
ZB — ZA

) b

—
. . . » » — —> — —

En particulier ’angle orienté noté 6 = u, v de deux vecteurs non nuls v et v, d’affixes

respectifs z; et z; est donné par la formule suivante :

0 = arg (ZQ)
21

L’équation 7?7 devient

2ol ()

21 |zl
d’ou les formules suivantes :

cos 0

sin 0

Rappelons les propriétés suivantes :
— 0 est unique modulo 27.

—_—
= = - =
- u, v =—0,u
o =S S S S = .
—u,w=1u,v + v, w. Relation de Chasles
— — . = =
— W et ¥ sont proportionnels <= u, v =0 mod(r).
— . ~
— W et ¥ sont proportionnels et de méme sens < 7, v
— — . . —
— u et v sont proportionnels et de sens opposés <— u,

1.2.2 De deux droites

,Det(zl, 22)

|21].] 22|

|21]-|22|

(4)

mod(2m).
mod(2m).

C’est ’angle orienté entre deux vecteurs quelconques qui dirigent la droite.

1.3 Mode de repérage dans R2.
1.3.1 Coordonées cartesiennes

Equation cartésienne d’une droite.

— - AT .
Aetnw=ai +bj dirige sa normale, et pour tout point M(zg,yo) on a d(M,A)

Equation cartésienne du cercle C(w, R).

1.3.2 Coordonées polaires

Elle est de la forme A : ax+by = ¢ o

— - T ge
T =-bi +aj dirige
_axg 4 byo — ¢

@15

Elle est de la forme (z — z,,)? + (y — y.)? = R?.
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Equation polaire d’une droite. Si A &+
ax + by = c¢ fait un angle 60, avec D’axe
(ox), alors son equation polaire est de la
forme p(0) 1t ou R < S
rm = ——— ou = —.
P sin(6 — 6p) Va2 + b?
&
o
Equation polaire d’un cercle C(w,R) pas- 4
sant par 1’origine. Elle est de la forme
#) = 2Rcos(0 — 6 ou 6, langle que
p(9) ( o), o gle q M(p.6)
fait le vecteur Ow avec laxe (ox).
wiE, Gy
1.3.3 Parameétrages
D’une droite passant par un point A et dirigé par un vecteur u = ai + 57, elle est de la
forme : { z(t) = za+ta
"l y@) = ya+ip
z(t) = x,+ Re'
D’ le d t t d 11 t de la f : ;
un cercle de centre w et de rayon R, elle est de la forme { y(#) = yo+ Relt
1.4 Relations particulieres
1.4.1 Dans un triangle
—a+pB+y=m. c
— Théoréme de la mediane : Si on note par M
2
le milieu de [B, C], alors b? + ¢*> = 2AM? + %.
— Lot des sinus : sma sn;ﬁ = smfy.
a c
— Loi des cosinus (Al-Kashi) : ;
c? = a® +b* — 2abcosn. "
Bl B

1.4.2 Dans un cercle
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— Théoréme de l’angle au centre : Soit A et nombre réel
B deux point fixes d’un cercle C(w, R). Pour
tout point M du méme cercle, on a la rela-

= = e

tion suivante : wA,wB =2MA, M B.
— Théoréme de l’arc capable : Soit A et B deux
point fixes, I’ensemble des points M pourles-

—_— ——
quel ’angle M A, M B est constant est un arc
de cercle d’extremités A et B.
— Cocyclicité : Quatre points A, B,C et D
sont cocycliques ou alignés si et seulement
. . %D —2B ,2C — B
st leur birapport est un
ZD — ZA ZC — ZA

2 Géometrie euclidienne de ’espace.

2.1 Généralités

2.1.1 Angle non orienté de deux vecteurs
ﬂ) —

.U
1|17

—

—> . » . . . . » .
u et v, il est défini par la relation suivante cosf = unique modulo 7, appelé aussi

écart angulaire.

2.1.2 Coordonnés cylindriques.

Pour tout point M de ID’espace, elles
sont données par les formules suivantes

r = rcosf
y = rsinf ou 0<6<2r.
z = z

2.1.3 Coordonnés spheriques.

Pour tout point M de D’espace, elles
sont données par les formules suivantes

r = rsin¢cosh -

y = rsingsin ou <0< —et0<¢p<

z = Trcos¢ 2 M
2.
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2.2 Produit vectoriel
On appelle produit vectoriel de deux vecteurs 7 et v’, 'unique vecteur noté w x ¥ ou u A0,

vérifiant la relation suivante :

Det(T, T, @) = (T AT).T VT

Det(ﬂ),?,ﬁ)) s’appelle produit mixte des vecteurs u, v, w et se note [7,7,@’}.
Propriétés :

~UAV =TV AU

— ANV HIN) =T AV + AU AW.

~ WAV =0 < T et ¥ sont proportionnels.

—UAT LU et uAT Lw.

— ||W AV = |||V ||sinf otr 6 est I’écart angulaire entre les deux vecteurs u et v.

— Egalité du double produit vectoriel : (U ANT)AW = (W. W)V — (V.W)7.

— Identité de Lagrange : ||u A%+ (W. 7)) = |7|* + | V||%

— (W, 7, W) est une b.o.n. directe de ’espace si et seulement si u
—
v

gl =l
|
el gl

A
A
2.3 Un peu d’Histoire

Le produit vectoriel est une opération vectorielle effectuée dans les espaces euclidiens orientés
de dimension trois[1]. Le formalisme utilisé actuellement est apparu en 1881 dans un manuel
d’analyse vectorielle écrit par Josiah Willard Gibbs pour ses étudiants en physique. Les travaux
de Hermann Giinther Grassmann et William Rowan Hamilton sont a l’origine du produit
vectoriel défini par Gibbs.

En 1843, Hamilton inventa les quaternions qui permettent de définir le produit vectoriel.
Indépendamment et a la méme période (1844) Grassmann définissait dans « produit géométrique
» a partir de considérations géométriques ; mais il ne parvient pas a définir clairement un pro-
duit vectoriel. Puis Grassmann lit Hamilton et s’inspire de ses travaux pour publier en 1862
une deuxieéme version de son traité qui est nettement plus claire. De méme, Hamilton a lu les
travaux de Grassmann et les a commentés et appréciés. Plus tard Maxwell commencga a utili-
ser la théorie des quaternions pour 1’appliquer a la physique. Aprés Maxwell, Clifford modifia
profondément le formalisme de ce qui devenait ’analyse vectorielle. Il s’intéressa aux travaux
de Grassmann et Hamilton avec une nette préférence pour le premier. En 1881, Gibbs publia
les fondements du produit vectoriel en s’inspirant des travaux déja réalisés notamment ceux
de Clifford et Maxwell. Si les physiciens se sont empressés d’utiliser le formalisme de Gibbs,
celui-ci ne fut accepté en mathématiques que bien plus tard aprés plusieurs modifications.

‘Fin.

a la prochaine
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