PCSI 2 - CPGE Casablanca

Série 1: Théorie des ensembles

Lundi le 15 Septembre 2003
Exercice 1:

Soit F un ensemble non vide , pour toute partie A de E on associe ’application notée

14 définie de E vers {0,1} par : 14(z) =1si z € A, 14(x) = 0 sinon.

1. trouver 1g et 1y .

2. soient A et B deux parties de £ montrer que : 14ng = 1lalp, laup =14+ 15 — 1415.

3. soient A et B deux parties de F,exprimer 1 4c¢ et 14ap5 en fonction de 14 et 1p

4. Soient A et B deux parties de E montrer que 14 = 1p <= A = B .En déduire que
Papplication ¢ P(E) — F (E,{0,1}) est injective.

5. en déduire que si A, B et C sont trois parties de E alors : AA(BAC) = (AAB)AC , on dit
alors que A est associative .

6. Soeint A,B,C troix parties de E .A-t-on : AA(BNC)=(AAB)N(AAB),AA(BUC) =
(AA B)U (A A B) .Que pouvez vous dire de la distibutivité de A par rapport a N et U?.

Exercice 2:

soit £ un ensemble non vide etf : E — F une application .

Définition : une partie A de E est dite stable par f si f(A) C A.

1. montrer que toute réunion ou intersection d’une famille quelconque (finie ou infinie ) de parties
de E toutes stables par f est aussi stable par f.

2. s0it A € P(E) on pose Aq ={X € P(E) /] AC X et X stable par f (%) }

2.1 : montrer que A4 # .

2.2 : on note par A* U'intersection de toutes les parties qui vérifient (*) montrer que min/A 4 = A*
( NB : la relation d’ordre considérée est I'inclusion) .

3. avec les notations précédentes montrer que :

3.1 : VAe P(E) : A* est stable par f .

3.2: VA€ P(E) : Aeststable par f = A* = A

3.3:V(A,B)e P(E)xP(EF)ona: AC B=— A* C B*

3.4:V(AB)e P(E)xP(E)ona:(AUB)*=A"UB*

3.5:V(AB)e P(E)xP(E)ona: (ANB)*C A*NB*.




Exercice 3:

Soit F et F' deux ensembles et f: F — F |, A une partie de E et B une partie de F'
1. montrer que f~*(B) = f~1(B)
2. montrer que f(f~!)(B) C B et que si f est surjective on a égalité.
3. montrer que f~1(f(A)) C A et que si f est injective on a égalité.

4.montrer que f injective = f(A4) C f(4) .

4.montrer que f surjective = f(A4) D f(4) .

Exercice 4:
Soit f l'application définie par : f : N x N — N telle que f(n,m) = 2"(2m +
1).¥(n,m) € N
1. Montrer que f est injective.On pourra utilier le thoréme de Gauss.

2. Montrer que f est surjective.On pourra utilier la décomposition d’un entier naturel en puis-

sance de nombres premiers.
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Exercice 5:
Soient E, F' et G trois ensembles non vides; f: E — F,g: F — G.

Montrer que : gof surjective et g injective = f surjective
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Exercice 6:

Soit E ensemble , A et B deux parties fixes de F, on définit ’application suivante :

g :P(E)— P(A) x P(B)
X —-(XNAXnNB)

1. Montrer pour que g est surjective < ANB = {).

2. Montrer pour que g est injective <& A UB = F.

3. donner une C'N S pour que g soit bijective puis exprimer ¢~1(X,Y") pour tout (X,Y) € P(A)
x B.
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