PCSI 2 - CPGE Casablanca

Série 17 : Intégration sur un segment

Mercredi 28 Avril 2004
Dans tous les énoncés [a, b] désigne un segment de R avec a < b

Exercice 1:

b
Soit f : [a,b] — R de classe C', montrer que limA_)Jroo/ f(t)sin(At)dt = 0.

Exercice 2:

Soit f : [0,7] — R de classe C! telle que / f(t)sin(t)dt = / f(t) cos(t)dt = 0.
0 0

Montrer que f s’annule au moins deux fois sur [0, 7]. On pourra raisonner par l’absurde.

Exercice 3:
Soit f : [a,b] — R de classe C telle que : f(a+b—t) = f(t), Vt€ [a,b].

b b
1. Montrer que/ tf(t)dt:/ f(t)dt.
t

1+ sint

2. Application : Calculer /
0

Exercice 4:

1 1
Pour (p,q) € R*™2 on pose I,, = / (1 — tP)adt. A Vaide d’une intégration par
0

parties montrer que [, = Iy .

Exercice 5:
Soit f : [a,b] — R de classe C' telle que f(a) = f(b) = 0.
1. Etudier sur [0,b — a] les variations de la fonction Gq(x) = /w+a |t]dt.
2. En déduire infjg;_,) Ga- :

3. En utilisant le changement de variable v = ¢ + x, montrer que

b
|/ F@O)dt] < My(f)Fyo(z + a) avec:Ml(f):?ug\fq.

(b—a)?
T

b
4. En déduire que |/ ft)dt] < My(f)

5. Quand a-t-on l’égalité?

Exercice 6:

Soit f : [a,b] — R de classe C! telle que 3n € N vérifiant

1
/ t*f(t)dt =0, Y0 <k<n.
0



1
1. Montrer que / P(t)f(t)dt =0, VP € R,[X].
0
2. Soit 71,..., 7, les racines, distinctes de f dans [a,b] dans lesquels f change de signe.

(a) Montrer que (¢t — r1)f(t) garde un signe constant dans [a, b].
p
(b) En déduire que H(t — i) f(t) garde un signe constant dans [a, b].
k=1
3. Conclure que f s’annule au moins n + 1 fois dans [a, b] en changeant de signe.

Exercice 7:

Calculer les limites eventuelles des suites suivantes :
n

1 1~ . [k (T 1
1.2771_’_]{, 713;81n<n>, Sm(n)22+cos(k”)'

k=1 k=1 n

n
2. (Z eni'c) — 1, on pourra utiliser ’égalité : x < e* —1 <z + %, vz € [0, 1].
k=1

n
1
3. Z sin <>, on pourra s’inspirer de ’exemple précedent.
k=1

vn+k

Exercice 8:
X"(qX —p)"
n! '

Irrationalité de m et de e : Soit (p, g,n) € N*3, on pose P,(X) =
1. Préciser les racines de P, ainsi que leurs multiplicités .
Montrer que ng) (0)ez, Y0<k<2n.

En déduire que P,(lk)(g) €Z, VY0<k<2n. Penser a un changement de variable.

- W N

On suppose m € Q et on pose m =

SRk

™
(a) En déduire de ce qui précéde que / P,(t)sintdt € Z.
0
™
(b) Montrer que limnﬁﬂ,o/ P,(t)sintdt = 0.
0

™
(c) Conclure que la suite < / P,(t)sin tdt) est stationnaire en 0.
0 neN*

(d) Déduire une contradiction, puis conclure.

™
5. En raisonnant cette fois sur / Py, (t)e'dt, montrer que e ¢ Q.
0

Exercice 9:
T Int
Vx>0 F = —
T , on pose F(x) /1 e

1. Montrer que Vo >0, F(z)=F ().

T

dt.

dt

“ arctant
2. Montrer que Vo >0, F(x) = arctan(z)Inz — / arctan
1

3. Montrer que limy+ F' existe, et est finie.
Int

mdt, on ne cherchera pas a la calculer mais plutét a en

0
On la note dans la suite par /
1

xX
donner une valeur approchée. On pose alors Vk € N,V >0, Ix(z) = / tF Intdt.
1

2



1
4. Montrer que Vo > 0,Vn € N 52— Z(—l)szk + (—1)"“377

5. En déduire pour n € N,z €]0, 1] une majoration de |F(z) — Z(—l)klgk(m)].
k=0

0
Int 1
. Montrer que ]/
1

~ (=D*
6 | <
T e® = Gy

. Pour tout n € N, on pose u,, = Z Ton L 12
— (2k+1)

0
Int
7. En déduire un encadrement de / ﬁdt 41072 prés .
1

DS : 2000-2001

Exercice 10:
€T
Pour tout z € [0,1], on pose fo(z) =1et frnri(x) = 2/ V/ fn(t)dt pour tout n € N*.
0
1. Montrer que les fonctions f,, sont bien définies.
2. Calculer fl, f2, f3.

3. Montrer l'existence de deux suites réelles (a,), (b,) vérifiant
fu(x) = apa®, Vo €[0,1] et Vn € N.

On donnera by, en fonction de n et any1 en fonction de an,.

n
4. Montrer que Vn € N* 2"Ina, = — Z 28 In(1 — 27F).

k=1
22
5. Montrer que Vz € [0,1] 0< —z—In(1—12) < m
6. En déduire que Vk € N* | —2FIn(1 —27%) — 1| < 2%, puis que Ina, ~ 2.

7. Conclure que pour z € [0,1] fixe, la suite (f,(z)),cy converge. Donner sa limite.

DS : 2001-2002.

Exercice 11:

1
Pour f : [0,1] — R continue on pose u, = / f(t™)dt, on se propose dans la suite
0

d’étudier le comportement asymptotique de cette suite.
1. Donner u,, ainsi que sa limite si f(z) =z, f(z)=2% f(z)=2z(1—x).

2. Dans la suite on considére f(z) = 14%35

* 1
(a) Montrer que Vn € N* 0 <1—wu, < 5.
(b) En déduire lim,, oo ty.
1
(c) A Taide d’une intégration par parties montrer que 1 — u, = < <ln2 - /0 In(1+ t")dt>.

1
n+1
(e) En déduire un encadrement de u1g & 1072 prés.

1
(d) Montrer que / In(1+t")dt <
0

DS : 2001-2002.
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