PCSI 2 - CPGE Casablanca

Série 7: Suites Reelles

Mercredi le 19 Novembre 2003

Exercice 1:

On considére la suite (u,) définie par

Vn € N* u, = V/n! .

1. Montrer que : In(u,) =
n

2. Soit k un entier, k > 2. Démontrer ’encadrement

k k+1
/ lnxdxglnk‘g/ Inzdx .
k—1 k

3. En déduire un encadrement de Inu,,. Montrer que u,, — +o00.

Un+1
Un,
En déduire le sens de variation de la suite (uy,).

4. Pour tout n € N*, on pose v, = In < > Etudier le signe de v,,.

Exercice 2:

n
1
Pour tout n € IN*, on pose S :Z—k et u, = ——

= a
1. Par récurrence, montrer que Vn € IN* S, <vn —1+/n.
2. Par récurrence, montrer que Vn € IN* S, > 2v/n+1—2.
3. La suite (S),) est-elle convergente ?

4. Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

DS 2003-2004

Exercice 3:

.%'2

Montrer que Vo > O on a : x — 5 < In(l1 4+ z) < z .En déduire la
- k
limite de H(l + —) quand n — +o0
n

k=1




Exercice 4:

Soit x € Q, 0 < x < 1. On définit une suite (x,) de rationnels par

récurrencery = x,
1
— Si x,, existe et est non nul, soit k, € N* le plus petit entier tel que — < z,. On pose
1 fin
Tp+l = Tn — E;
i . 1 1 1
—Six, =0, on s’arréte. Dans cecas, . = — + — + -+ - + .
ko k1 k1

1. Montrer que la suite est toujours finie.

2. Montrer que si k;+1 existe, alors ki1 > ki(k; — 1).
1
3. Réciproquement, soit une décomposition : x = — +-- -+ — avec n; € N* et n; 11 > ni(n; —1).

no np
Montrer que pour tout i, on a n; = k;.

Décomposition d’un rationnel en inverses

Exercice 5:

1
1. Résoudre Unp+2 = E(Un_i_]_ =+ un)’ ug =a, Uy = b. .

2. Résoudre : vpt42 = /Unt1Un-

Exercice 6:
Soit (uy,) une suite de réels. On définit les suites dérivées de (uy,) :
k
(u%) = (Up+1 — Up), (u%) = (u;H_l — u;L) (u%kﬂ)) = (ugll — ug“)) .
1. Exprimer ug“) en fonction de up, Unt1,- .., Untk-

2. Montrer que la suite (u,,) est polynomiale si et seulement s’il existe k € N tel que (ug“)) = (0).

Exercice 7:
Soit (uyn) € RY Montrer que :
1. (u2p), (u2p+1) convergent vers la mémme limite = (u,,) converge .

2. (u2n), (u2n+1), (usy) convergent = (uy,,) converge .

Exercice 8:

Soit (uy) une suite monotone qui admet une sous-suite (u,)) conver-

gente , montrer que (uy,) est aussi convergente .

Exercice 9:
n

. 1
Smt(un)ERN ,leR,onposevn:nZ;ui , Wy =
1=

0,Vi



1. Montrer que u,, — | = v,, — 1 ,w, — | Théoréme de Césaro .

2. L’implication precedente est-elle encore vraie si u, — o0

3. Application :determiner les limites des suites suivantes u, = {/C%, ,u, = ) S Uy =
1 ,./(3n)!
n2 n!
Exercice 10:

Etudier les limites des suites de terme général :

1. (E(nx)) ol z réel fixe

n
~Ekx)\
2. (Z 3 )ou:creel fixe
k=1
Exercice 11:

n

1
Montrer que la suite de terme général ( z

) diverge vers 400
k=1

Exercice 12:

Soit (u,) € (RT)N montrer que :

-0« u, —0
+ up

Exercice 13:
Soit () € RY convergente et L sa limite on suppose que L ¢ IN

1. Montrer que E(L) < xz,, < E(L) + 1 a partir d’un certain rang.

2. En déduire que (F(xy))converge vers E(L)

Exercice 14:
nm 1
Soit m € N* on pose u,(m) = —
k=n+1
1. Montrer que u,(m) est monotone puis qu’elle converge , soit L(m) sa limite

2. Monter que L(pq) = L(p) + L(q) ¥(p,q) € N*?

Exercice 15:
On pose u, = cos(n),v, = sin(n)
1. Exprimer w41, vp+1 en fonction de uy,, v,

2. Montrer que si (u,) converge alors (uy,) et (vy) convergent vers 0

3. conclure que (uy,) et (v,) ne peuvent pas converger

Exercice 16:



Soit ((un), (v,)) € ([0,1M)? tel que (u,v,) converge vers 1 , montrer

que (uy), (v,) convergent aussi vers 1 .

Exercice 17:

Montrer les resultats suivants :

1. E(nvn+1)+ E(ny/n) ~ 2nyn

l
2. Uy ~ ln((ln())) ou u, = le nombre de chiffres dans ’ecriture de n en base 10
n
2" 4 n? — 2
5 +n* -3 ~ Gy
on 4 3n _ n2002 3

4. Oy, =o(a")sia >4

5. a" =0(Cy,) si0<a<4

Exercice 18:
Recherche d’equivalent simple

1. Soit (up) € (RM)N a partir d’un certain rang telle que u, — 0 et I(a, 3) € R* tels que
1 1

1 . . .y
—— — — — (3 montrer alors que : u, ~ (—) (Indication : On pourra utiliser la moyenne
up o up ns

de Cesaro)
2. Application : Donner un equivalent simple des suivantes definies par ug = a €]0,1] et :

2
(a) up+1 = In(1l+ uy,) ( Indication : x — % <In(l+z) <z pour z > 0)

3
(b) upt+1 = sin(uy,) ( Indication : x — % < sin(x) < z pour x > 0)

Exercice 19:

On pose pout tout n € IN I, = /02 sin" (t)dt Integrales de Wallis et
on se propose démontrer le résultat suivant : n! ~ (g)n V2mn formule de Stirling :
1. Trouver une relation de récurrence entre I, et I, 12
2. Calculer Io, et Iopiq -

3. Montrer que I,42 < I41 < I, , en déduire que : I, ~ In+1 .

4. Calculer le produit I2,I2,+1 , en déduire un équivalent simple de Iy, .

le™ o 1
5. On pose pout tout n € IN «, = ——, montrer que In ) — )
pose P " nny/n q <an+1> 12n?
1 1
On pourra l'utiliser sans le démontrer le résultat swivant : In(14+ —) = — — o2 +ep, avec gy,
n n

une suite négligeable devant 7712

6. En deduire que «,, converge , on notera « sa limite sans chercher & la calculer .
2

. « .
7. Exprimer —2 en fonction de n et I,
Qon

n
8. En deduire « puis que : n! ~ (E) V2mn formule de Stirling :
e



9. En deduire lim (EZ})L)

Exercice 20:

1
Vn € N on pose I, = / e Tdx
0

1
1. Montrer que 0 < [, < 1 en déduire la limite de I,
n
2. A l'aide d’une intégration par parties établir que : (n + 1)1, = e ' + I,,11
3. En déduire un équivalent simple de I,
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Exercice 21:
Moyenne arithmico-géometrique :Soit (a,b) € (R*")? tel que a > b ,
a b
on pose ag = a,bg =b,an11 = n; ",bn+1 =/ apby

1. Montrer que ces suites sont bien définies

2. Montrer qu’elles sont adjacentes , on note par M (a,b) leurs limite communes appelle moyenne

arithmico - géométrique de a et b

1 (b—a\”
3. Montrer que pout tout n € N : ‘a% — bi‘ < 2 (4[);)
4. Donner une majoration de a, — M (a,b) et M(a,b) — b, en fonction de a,b,n

5. En déduire une valeur approche par défaut et une par exces de M(2,1) a 10 pres
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Exercice 22:
Calcul approche de 7 a I’aide de la methode des isopérimétres

1. Soit (a,b) € (R*T)? tel que a < b, on pose

ap +b
ap = a,bgp = b,ap41 = %, bnt1 = ant1bn

.Montrer que ces suites sont bien définies et adjacentes
. .. . a
2. Exprimer leurs limites communes en fonction de 6 = arccos( 5) .

3. soit n € N, P, le polygone régulier a 2" cotés et de périmeétre 2 , soir r, le rayon du cercle

inscrit et R, celui du cercle circonscrit a P, , montrer que Vn > 2 on a :

rn+ R
Tn+1 = %7Rn+l =V Tn—i—an

1
4. En déduire qu’elle sont adjacentes puis en remarquant que N < 7 £ — en déduire que
n Tn
1
—, — convergent vers 7.
Ry "y
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Exercice 23:

Calcul approche de 7 a l’aide de la methode de Viete

6 6
1. Soit0 < 0 < %, montrer que les suites (2”5in(2—n)) et (2" tan(Q—n)) sont adjacentes , calculer
leurs limites communes
2. Soit ((un), (vn)) € (RN)? définies par : ug = V2,00 = 1, upy1 = V2 + Un, Upy1 = 20, , montrer

que vpV2 — Uy — T

Exercice 24:
Soit (a,b) € (R*")? tel que a < b, on pose ag = a,by = b,ans1 =
2a,bn, _ ap +by
an_"bn, n+1 — 2

1. Montrer que ces suites sont bien définies et adjacentes.

2. Calculer leurs limites communes.

Exercice 25:
Soit (uy) € (R)™ definie pa =2, Upy1 = _Zn
U N n ru u

+ Un

1. Exprimer puis u, en fonction de n .

n
2. En deduire un equivalent simple de u,,.

Exercice 26:
1. Soit 0 < 0 < g .Exprimer sin(36) en fonction de sin(6)
4
2. On pose : up = sin(0), upt1 = up + ﬁuiﬂ . Montrer que (u,) converge et preciser sa limite.

Trissection de l’angle

Exercice 27:

Up + Up—1

(a,b) € (R*M)%, a < byug = a,u; = b, upy1 = 5

1. Montrer (ug2y,), (u2,+1) que suites sont adjacentes.

2. Calculer un,41 — Uy, en deduire lim w,.

FIN
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