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MPSI 1 2002-2003

CPGE Agadir

Feuille d’exercices N°9
Lundi le:11-Novembre-2002

Suites Réelles

1. Etudier les suites de terme général :
a. (E9L) oux réel fixe

n
E(kx) N . .
b. (Z_nz )ouxreel fixe
k=1

n

2. Montrer que la suite de terme géneral (Z %) diverge vers +o
k=1
3. Soit (uy) € (IR*)™ montrer que : ﬁ—{]n 0= u, -0
4. Soit (xn) € IR'N convergente et L sa limite on suppose que L ¢ IN
a. Montrer que E(L) < xn < E(L) + 1 a partir d’un certain rang.

b. En déduire que (E(xn))converge vers E(L)
nm

5. Soitm e IN* on pose u,(m) = Z -
k=n+1
a. Montrer que u,(m) est monotone puis qu’elle converge , soitL(m) sa limite
b. Monter que L(pq) = L(p) + L(q) V(p,q) € IN*?
6. Soit (uy) € (IR*)N telle que (uzn), (Uzni1), (Usn) convergent
a. montrer que (Uzn) et (Uzn1) CONvergent vers la méme limite
b. en déduire que (un) converge
7. Moyenne de Cesaro:
a. Soit (uy) € (IR*)N convergente vers un nombre réel | , montrer alors que :

Ug+Uo+...+Un

vy = ——%=—" converge aussi vers .
b. Montrer qu’on a aussi le meme resultat si | = +o
8. On pose u, = cos(n),v, = sin(n)
a. Exprimer up1, Vi1 en fonction de uy, vy
b. Montrer que si (un) converge alors (un) et (vn) convergent vers 0
c. conclure que (uyn) et (vn) ne peuvent pas converger
9. Soit ((un),(vn)) € ([0,1™)2 tel que (unvn) converge vers 1, montrer que (un), (vn) le sont
aussi
10. Montrer les resultats suivants :
a. Eny/n+1)+E(n/n) ~2n/n

b. U ~ % ol un =le nombre de chiffres dans I’ecriture de n en base 10
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C. znin;n_zn_z%oz ~ (%)n
d. C), =o(a")sia> 4
e. a"=0(Ch)si0<a<4
11. Recherche d’equivalent simple
a. Soit (uy) e (IR+)IN a partir d’un certain rang teIIe que Un — 0 et El(a B) € IRXIR* tels
que u—ll — -1 — B montrer alors que : Uy

moyenne de Cesaro)
b. Application: Donner un equivalent S|mple des suivantes definies par up = a €]0,1] et

In(1 + uy,) (Indication : x — 7 < In(1+x) < x pourx > 0)
sin(uy,) (Indication : x — % < In(1+x) < xpourx > 0)

I. Una1

ii. Un+]_
1

12. vn e INonpose I, = _[ x"e*dx
0

a. Montrerque0 < I, < ﬁ en déduire la limite de I,
b. A l’aide d’une intégration par parties établir que : (n+ 1)y = e~ + Iny
c. En déduire un équivalent simple de I,

13. Integrales de Wallis et formule de Stirling:

On pose pouttoutn € IN I, = j7 sin"(t)dt Integrales de Wallis
0

a. Trouver une relation de récurrence entre |, et In.2
Calculer I, et Ion41
Montrer que In2 < Iny1 < Iy, en déduire un équivalent simple de I,

On pose pouttoutn € IN ap = '}1'3_ montrer que In(S2) ~ — 121n2

En deduire que an converge on notera « sa limite sans chercher a la calculer
Exprime
En deduwe a pUIS que : n! ~ (24)"2zn formule de Stirling:

h. En deduire Iim( @n)! )

(n1?

Q o 0 QO T

14. Moyenne arithmico-géometrique:
Soit (a,b) € (IR**)?tel que a > b, on pose ap = a,bo = b,any = a”;b“ ,bni1 = Janbn
a. Montrer que ces suites sont bien définies

b. Montrer qu’elles sont adjacentes , on note par M(a, b) leurs limite communes appelle
moyenne arithmico - géométrique de a etb

+ 152
c. Montrer que pout toutn € IN : |a3 — b3| < sz ( op? )

d. Donner une majoration dea, — M(a,b)et M(a,b) — bnen fonction de a,b,n
e. En déduire une valeur approche par défaut et une par exces de M(2,1) a 10~>pres
15. Calcul approche de 7 a I’aide de la methode des isopérimétres
a. Soit (a,b) € (IR**)? tel que a > b, on pose
ao = a,bo = b,bpa = 222 &, = fa.by.1 Montrer que ces suites sont bien définies
et adjacentes
b. Exprimer leurs limites communes en fonction de arccos(L)

c. soitn € IN,P, le polygone régulier a 2n cote et de périmétre 2 , soir r, le rayon du
cercle inscrit et Ry, celui du cercle circonscrit a P, , montrer que ¥n > 2on a:

R
i1 = rn; ~Rni1 = JMaRn
d. En déduire qu’elle sont adjacentes puis en remarquant que - < 7 < -en déduire que
=, 7-convergent vers 7.




»
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. Calcul approche de = a I’aide de la methode de Viete

a. Soit0 < 6 < -, montrer que les suites (2”sin(zin)) et (2“tan(zin)) sont adjacentes ,
calculer leurs limites communes

b. Soit ((un),(vn)) € (IR™)2définies par:up = 0,Vo = 2,Uns1 = 42+ Un , V1 = 2Vp ,
montrer quevna(2 —Up) > 7

. Soit(a,b) e (IR"")?tel que a < b, on pose ao = a,bo = b,an;y = 2222 b,y = 2ube

a. Montrer que ces suites sont bien définies et adjacentes.

b. Calculer leurs limites communes.

. Soit (uy) € (IR)'N definie par: up = 2,Un;1 =

1+Un
1-u n

b. En deduire un equivakent simple de up.
. Soit ((pn), (0n)) € (IN*'N)/E—: converge vers une limite finie | ¢ Q,on suppose qn » +©
a. Montrer qu’on peut extraire de g, une sous suite bornee.
b. Montrer qu’on peut extraire de g, et p, deux sous suites convergentes.
c. En deduire qu’on peut extraire de g, et p, deux sous suites stationnaires.
d. En deduire une contradiction puis conclure.
. Trissection de I’angle:
Soit0 < 0 < %
a. Exprimer sin(30) en fonction de sin(0)
b. on pose ug = sin(f),uUns1 = Up + %uﬁﬂ,montrer que (un) converge et preciser sa
limite.
. Soit (a,b) € (IR**)?tel que a < b, on pose Uy = a,u; = b,Up;1 =
a. Montrer (uz2n), (U2ns1)que suites sont adjacentes.
b. Calculer up.1 — un, en deduire limup.

2Un
1+u?

a. Exprimer puis u, en fonction de n .

Up+Un—
2



