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£ bl JPJH ;U\ fu citant le numéro de la question précédente utilisée.
, 2 PP T — Les résultats importants doivent étre simplifiés et encadrés.
O 5 5')“ 5 3wy 3 (Q"; l (S AL ‘}L“! J" 3 — Les calculs doivent étre détaillés et expliqués a 1’aide de phrases
o simples.
f\-‘a--” QD Bis — Laisser une marge a gauche de chaque feuille, en tirant un trait
vertical, et un horizontal de la 1ére double feuille pour la note

et les remarques du correcteur.
— Numéroter les double feuille de la facon suivante

Conseils pour la rédaction et la présentation des copies. (4 points) 1/n,2/n,...,n/n ou n est le nombre total de double feuille.

— Chaque variable utilisée dans une démonstration doit étre — Les questions doivent étre traités dans ’ordre de 1’énoncé.
définie. — Tirer deux traits diagonaux pour rayer une partie du raisonne-

— L’énoncé ne doit pas étre recopié sur les copies. ment que vous considérez fausse.

— Chaque résutat annoncé doit étre justifié en citant précisément
le théoréme du cours avec ses hypothéeses exactes utilisé ou en
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Probleme 1. (Fonction indicatrice d’Euler.)

Pour tout n € N*, on pose
p(n) = card{k € [|1,n]|| tel que k An =1}

1) Montrer que n est premier <= ¢(n) = 1.

2) Montrer que dans Z/nZ, on a :
k est inversible <= kAn=1

3) En déduire que (Z/nZ,+, x) est un corps <= n est premier.

4) On notera U (Z/nZ) V’ensemble des éléments inversibles dans
Z/nZ, que vaut cardU (Z/nZ)

5) Soit (m,n) € N* tel que n Am = 1.

a) Montrer que ’application
0: (Z/nZ)x (Z/mZ),x) — (Z/nmZ,x)
(T,y) — Ty
est un isomorphisme.

b) Montrer que :
7 inversible dans Z/nZ, 3 inversible dans Z/mZ
<= (7,7) inversible dans Z/nZ x Z/mZ
<= 7y inversible dans Z/nmZ

c) Conclure que
p(nm) = p(n)p(m)

6) Montrer que si (n;);<;<, sont des entiers naturels premiers entre
eux deux a deux, alors

2 <H n,) = HSO(nz')

7) Soit p premier, o € N*, montrer que

(p(pa) — pa _pa—l

8) Application :

a) Determiner les entiers naturels n > 2 tel que p(n) divise n.

Indication : Ecrire n sous la forme n = H p;* avec p; premier
i=1
et a; € N*,

k
b) Soit d un diviseur de n, parmi les fractions —, tel que
n

1 < k < n, combien peut-on mettre sous la forme —, avec

aNd=1. En déduire que

> eld)=n

d divise n

Probleme 2. (Groupes cycliques)

Dans tout le probleme, GG est un groupe de cardinal n, d’élément
neutre e, cyclique engendré par a. On notera par D, ’ensemble des
diviseurs de n dans N et par H celui des sous groupes de G. on pose
¢(n) = card{k € [|1,n|] tel que k An = 1}.

1) Montrer que (G,.) est abelien.
2) Montrer que si ¢ divise p, alors (a?) C {(a?).

3) a) Montrer que o(a*) = :\Lk
n

b) En déduire que G =< a* ><=kAn=1.

c) Combien G a-t-il de générateurs exactement ?

4) On pose U, = {z € C tel que 2" = 1}. Montrer que U, est sous-
groupe de (C*, x), cyclique. Ses générateurs s’appellent racines
n®™e primitives de 'unité.

Combien y’en a t-il exactement.
Donner ceux de Us et Uy.
5) Pour tout d € D, on pose Hy; = {r € G tel que 2¢ = e}.

a) Montrer que H, est un sous-groupe de G, puis que

Ha= (a?)
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b) Inversement, soit H un sous groupe de (G,.).

i. Montrer que Jp € N tel que H =< a? >.
Indication : On pourra utiliser 1’application

f: Z,+) — (G,.).

m +— a™
ii. Montrer que (a?) = (a”"").

6) En déduire que l’application : ®: D, — H est bijective.
d — Hy

7) Combien y-a-t exactement de sous groupes dans G, si n = p°,
ou p est un nombre premier.

Exercice. (Groupe symétrique.)
Soit (n,p) € N* tel que p <n et o = (iy,...,i,) un p-cycle.
1) Montrer que : Va €S,, aca™!=(a(iy),...,a(iy)).
2) En déduire : (1 3 2)(1 2 3 4)(1 2 3).
3) Calculer (12 3 4)* pour k =2k = 3.

Probleéme 3. (Etude d’une suite récurrente)
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