PCSI 2 - CPGE Casablanca

DS 1: Théorie des ensembles - Dénombrement

Lundi 29 Septembre 2003

Corrigé

Exercice 1:

1. e Initialisation : 'inégalité est vraie pour n =1 car S; = 1.

e Heredité : si S, < vn— 1+ +/n pour un entier naturel n non nul donné, alors

Sn+1:Sn+\/71_\f+vn— +\/;

1 \/ 141 n—+1
mais vn —1+ < n-+1 Car vn
vn+1 vn+1 vn+1

Donc Spi1 < vVn+ 1+ +/n, ce qu'il fallait démontrer.

2. e Initialisation : 'inégalité est vraie pour n =1 car S; = 1 > 2v/2 — 2.

e Heérédité : si, pour n € IN* donné, on a S, > 2v/n+ 1 — 2, alors

1 1 2n+3
Spy1 =S+ —=2>2vVn+1+ —-2= -
S/ T Vnti Vil

et, pour aboutir a 'inégalité voulue au rang n + 1, il reste a vérifier que

montrons-le en raisonnant par équivalences :

2n + 3
>2vn+2 < 2n+3>2 n+1)(n+2
— 2 >24/( )( )

= (2n+3)?>4(n+1)(n+2)
— A’ +12n+9>4n* +12n+8,

ce qui est vrai.

3. Ona lim (2\/71 +1-— 2) =+o0 et S, > 2vn-+1— 2. Par comparaison, lirf Sp = +00
n—-—r+oo

n—-+00
et la suite (.S,) est divergente.

1
On dit que la série de terme général —= est une série divergente.

Vk

d. Des questions 1. et 2., on déduit ’encadrement

2nFl-1_ _ Su _Vn—1l+vi
L
Or, lim 2vn+1-1 — lim —M_H\/ﬁ
n—-+o0o \/’ﬁ n—-+o0o \/’E

darmes”) permet d’affirmer que lirf Up = 2.
n—-1roo

= 2. Le théoréme d’encadrement (“des gen-




Exercice 2:

n n+1
-1
oS, = G i 0 = Z pp! (translation d’indice : poser p =k + 1). Donc
k=1 p=2
n+1 n+1
p 1 1 1 1 o
Sp = ——— = ——— | =1- “tel .
pz_; <p! p!) pz_; ((p ~1) p!> CE] (somme “téléscopiqued)
- 1 S k—-1)(k+1) . .
o P, = H (1 — l€2> = H 2 donc (en effectuant des translations d’indices) :
k=2 k=2
n—1 n+1 n—1 n+1
P, = k=1 k:23 :k? ing :lxnglzn;l'
n n n
I1* [Ix ]I*
P k=2 k=2
n—1 n—1
ck Ck 4 Ot N |
° )y = kl;[O (1 + CﬁH) = kl;[O (C’fi“) En utilisant la relation de Pascal,
0 _’ﬁq’jﬁ _ﬁ(n—i—l)!(n—k—l)!(k—l—l)! _ﬁn+1 C(n4 1)
n_kzo Ck+1 _k:O (k+ 1! (n—k)!n! _kzon—k: ool

Exercice 3:

dzg € Ja,b] et 3= > 0 tel que : Vi > 0 on ait : Iz € |a, b[ vérifiant : |z — x| <7

et [f(x) — f(zo)| > € .

Exercice 4:

Vu en TD
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