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Exercice 1.

1) a) f(X) = A ∪X, donc X ⊂ f(X).

b) X ⊂ Y =⇒ A∪X ⊂ A∪Y =⇒ f(X) ⊂ f(Y ), donc f est croissantr
au sens de l’inclusion.

c) ∀x ⊂ P(H), on a f(f(X)) = f(A∪X) = A∪A∪X = A∪X = f(X).

2) a) X ∈ F ⇐⇒ f(X) = X ⇐⇒ A ∪ X = X ⇐⇒ A ⊂ X, donc
F = {X ∈ P(H) tel que A ⊂ X}.

b) Y ∈ FX ⇐⇒ Y ∈ F et X ⊂ Y ⇐⇒ A ⊂ Y et X ⊂ Y ⇐⇒ A∪X ⊂
Y , d’où FX = {Y ∈ P(H) tel que A ∪X ⊂ Y }.

c) ∀Y ∈ FX on a A ∪ X ⊂ Y , d’autre part f(A ∪ X) = f(f(X)) =
f(X) = A ∪X et X ⊂ A ∪X, donc A ∪X ∈ FX .
Conclusion : A ∪X est le plus petit élément de FX .

d) Pour que f soit surjective il faut que ∀Y ∈ P(H), ∃X ∈
P(H) tel que Y = f(X) = A ∪ X, donc A ⊂ Y , c’est impossible
pour Y = ∅, donc f n’est pas surjective.
Pour que f soit injective il faut que ∀X, X ′ ∈ P(H), f(X) =
f(X ′) =⇒ X = X ′, mais ceci n’est pas réalisé quand X = A et
X ′ = ∅, donc f n’est pas injective.

Exercice 2.

1) Implication directe : supposons que x 4 y et montrons que ϕ(x) ⊂ ϕ(y),
en effet : t ∈ ϕ(x) =⇒ t 4 x =⇒ t 4 y car x 4 y et 4 est transitive,
donc t ∈ ϕ(y), d’où ϕ(x) ⊂ ϕ(y).
Réciproquement, supposons que ϕ(x) ⊂ ϕ(y), comme 4 est reflexive,
alors x 4 x, donc x ∈ ϕ(x) ⊂ ϕ(y), d’où x 4 y.

2) ϕ(x) = ϕ(y) =⇒ ϕ(x) ⊂ ϕ(y) et ϕ(y) ⊂ ϕ(x) =⇒ x 4 y et
y 4 x =⇒ x = y car 4 est antisymétrique, donc ϕ est injective.

3) Reflexivité : xRx car ϕ(x) = ϕ(x).
Anti-symétrie : xRy et yRx =⇒ ϕ(x) = ϕ(y) =⇒ x = y car ϕ est injec-
tive.
Transitivité : découle de la transitivité de l’inclusion.
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Fin.
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