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Intégration sur un segment
DS 9: Fonctions a deux variables

Equations différentielles

Lundi 31 Mai 2004

Corrigé

Exerices : Chaque question est notée sur 1 point.
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Premier Probléme .

Premiére Partie : exemples.
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Si x > 3 alors [x — 1,2 + 1] C [2,400] et donc g = 0 sur [z — 1,2 + 1] et par suite T'(g) = 0 sur
[, +o0l.
1.2.

1.2.1. Pour cela il suffit de montrer que Vx € R ¢(2 — z) = g(x). Ce qui est simple en étudiant les



casr<0;0<x < ;1< <2:2< .

1.2.2.

1.2.3. Aprés avoir dessiner la courbe de T'(g) on remarque que la droite d’équation x = 1 est un axe
de symétrie, pour le justifier on montre aussi que Vo €¢ R T(g)(2 — z) = T(g)(z) en étudiant les
casr<0;0<z<L;1<z<22< ..

1.2.4. Si la fonction T'(g) était de classe C? sur R alors T'(g) : x + g(x+1) —g(x — 1) serait dérivable
en 2, or x — g(x + 1) est dérivable en 2, car g dérivable en 3, d’ou = — g(x — 1) serait dérivable
en 2, c’est & dire g dérivable en 1 ce qui n’est pas le cas puisqu’il présente un point anguleux en ce
point car les deux dérivés a gauche et & droite sont différentes.

Deuxiéme partie : étude de T.

I1.1. Soit un élément f de E ,donc f est une application de R vers lui méme, par définition de T'(f),
elle est aussi application de R vers lui méme donc un élément de E.

OnaVvVreR T(f)(z)=F(x+1)— F(x—1) ou F une primitive de f donc F' dérivable sur R car
f continue sur R et par suite 7'(f) aussi dérivable sur R.

Vz e R T(f)(x) = f(x+1)— f(x) continue sur R car f I'est aussi donc T(f) est de classe C! sur
R.

I1.2. .

I1.2.1 T est un endomorphisme de E parceque linéaire et Vf € E on a aussi T(f) € E.

11.2.2 T ne peut pas étre une application surjective parceque Vf € E T(f) est de classe C!, en

particulier les applications qui ne sont pas de classe C! ne peuvent pas avoir des antécédants par T

1.3

I1.3.1 Puisque f est une application de E, bornée sur R, alors IM > 0 tel que |f(¢)] < M VieR
et donc
z+1 z+1 z+1
Ve € Ron a [T(f)(x)] = | fo)dt] < / |f(t)|dt < / Mdt = 2M donc T(f) est
z—1 z—1 z—1

également une application bornée sur R .

11.3.2 D’aprés le TAF V(z,y) € R*3c € R tel que : [T(f)(z) — T(f)(y)| = |T(f) (c)||z — y]

— |f(e+1) = fe— Dlz —y] < |f(c+ D] + | f(c = Dllz — y| < 2M|z — y|, prendre K = 2M.

I1.4 Si f est une fonction a-périodique de E alors Vt € R f(t+a) = f(t) donc Ve € R T'(f)(z+a) =

xr+a+1 z+1 z+1

/ f(t)dt = / f(u+a)du = / fu)du = T(f)(z), on a effectué ici le changement de
z+a—1 -1 -1

variable u = t — a donc T'(f) est aussi une fonction périodique sur R .

I1.5 Si f était paire alors Vu € R f(—u) = f(u) et donc
1

Vee R T(f)(—z) = / " f(t)dt = _/rr f(—u)du = T(f)(x), donc T'(f) est aussi paire, on
a effectué ici le changem%%glde variable u iJrit, en effectuant le méme changement de variable on
montre aussi que si f est impaire alors T'(f) est aussi impaire. Donc la parité de T'(f) est la méme
que celle de f .

Troisiéme partie : étude de restrictions.

III.1.

III.1.1. B = (¢1, 92, ¢3, p4) est déja par définition de F, une famille génératrice de ce dernier pour
montrer que c’est une base il suffit de montrer qu’elle est libre. En effet soit (o — 1,...,04) € R*
tel que arp1 + aaps + asps + aups = 0 done Vo € R, oy cos(wz) + ag sin(wz) + asz cos(wzx) +

ayxsin(wz) = 0, pour x = 0 on trouve a3 = 0, pour x = 5 on trouve ag = 0, pour z = o et



- ) as + 5504 =0 .
x = —g_ on trouve le systéme , donc as = a4 = 0. Donc B est libre dans F,
—Q —|— 5504 = 0

D’ou B est une base F,

I11.1.2. Pour simplifier les calculs on va utiliser une intégration complexe.
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w w w w
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Donc T'(p3) =2 2 w2 + 2 " w3;T(pg) =2 2 o1+ 2 R
B = ¢1,...,p4 est une base de F,, donc T(B) = T(p1 T(p4) est une famille génératrice de

T(F,) or T(p;) € F,, pour tout 1 <14 <4 donc T(F,) C

II1.2 D’aprés les formules précédentes on a :

Sinw — w cosw

2sinw 0 0 2 5
w
0 9 sinw 2wcosw2—sinw 0
M= 0 0 sfin 0
w )
sin w
0 0 0 2
w

II1.2.1. Si sinw # 0 alors M, est une matrice triangulaire dont les termes diagonaux sont tous non
nuls donc inversible et par suite rgM,, = 4, si sinw = 0 alors M,, admet deux colonnes nulles et les
deux autres qui restent ne sont pas proportionnels donc rgM,, = 2.

I11.2.2. Si sinw # 0 alors M, est inversible donc KerM,, = 0,

si sinw = 0 alors KerM,, = {(a,b,0,0) tel que : (a,b) € R?} .

I11.2.3. D’aprés la question précédente T, est-il injectif si et seulement si sinw # 0.
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