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Exerices : Chaque question est notée sur 1 point.

1. f(x, y) = g
(1 + y2

x

)
.

2. (0, 0) : non extrémal alors que (
√

2,−
√

2) est un minimum absolu.

3. I =
2

1701
.

4. y = − cos x +
sinx + λ

1 + x
.

5. y(x) = (λx + µ)ex +
x3

3
ex.

Premier Problème .

Premiére Partie : exemples.

I.1.T (fω)(x) =
∫ x+1

x−1
eωtdt =

[
eωt

ω

]x+1

x−1

=
2eωxchω

ω
. Calculons maintenant T (g).

Si x ≤ −1 alors [x − 1, x + 1] ⊂] −∞, 0] dans ce cas f = 0 sur [x − 1, x + 1] et alors T (g) = 0 sur

]−∞,−1]

Si x ∈ [−1, 0] alors x − 1 ≤ 0 ≤ x + 1 ≤ 1 et donc T (g)(x) =
∫ 0

x−1
g(t)dt +

∫ x+1

0
g(t)dt =

0 +
∫ x+1

0
tdt =

(x + 1)2

2
.

Si x ∈ [0, 1] alors x−1 ≤ 0 ≤ 1 ≤ x+1 ≤ 2 et donc T (g)(x) =
∫ 0

x−1
g(t)dt+

∫ 1

0
g(t)dt+

∫ x+1

1
g(t)dt =

0 +
∫ 1

0
tdt +

∫ x+1

1
(2− t)dt = 0 +

1
2

+
[
−(2− t)2

2

]x+1

1

=
1
2

+
1
2
− (x + 1)2

2
= 1− (x + 1)2

2
.

Si x ∈ [1, 2] alors 0 ≤ x−1 ≤ 1 ≤ 2 ≤ x+1 et donc T (g)(x) =
∫ 1

x−1
g(t)dt+

∫ 2

1
g(t)dt+

∫ x+1

2
g(t)dt =∫ 1

x−1
tdt +

∫ 2

1
(2− t)dt + 0 =

1
2
− (x− 1)2

2
+

1
2

= 1− (x− 1)2

2
.

Si x ∈ [2, 3] alors 1 ≤ x − 1 ≤ 2 ≤ x + 1 et donc T (g)(x) =
∫ 2

x−1
g(t)dt +

∫ x+1

2
g(t)dt =

∫ 2

x−1
(2 −

t)dt + 0 =
(3− x)2

2
.

Si x ≥ 3 alors [x − 1, x + 1] ⊂ [2,+∞[ et donc g = 0 sur [x − 1, x + 1] et par suite T (g) = 0 sur

[x,+∞[.

I.2.

I.2.1. Pour çela il su�t de montrer que ∀x ∈ R g(2− x) = g(x). Ce qui est simple en étudiant les
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cas x ≤ 0; 0 ≤ x ≤ 1; 1 ≤ x ≤ 2; 2 ≤ x.

I.2.2.

I.2.3. Aprés avoir dessiner la courbe de T (g) on remarque que la droite d'équation x = 1 est un axe

de symétrie, pour le justi�er on montre aussi que ∀x ∈ R T (g)(2 − x) = T (g)(x) en étudiant les

cas x ≤ 0; 0 ≤ x ≤ 1; 1 ≤ x ≤ 2; 2 ≤ x. .

I.2.4. Si la fonction T (g) était de classe C2 sur R alors T (g)′ : x 7→ g(x+1)−g(x−1) serait dérivable

en 2, or x 7→ g(x + 1) est dérivable en 2, car g dérivable en 3, d'où x 7→ g(x − 1) serait dérivable

en 2, c'est à dire g dérivable en 1 ce qui n'est pas le cas puisqu'il présente un point anguleux en ce

point car les deux dérivés à gauche et à droite sont di�érentes.

Deuxiéme partie : étude de T.

II.1. Soit un élément f de E ,donc f est une application de R vers lui même, par dé�nition de T (f),

elle est aussi application de R vers lui même donc un élément de E.

On a ∀x ∈ R T (f)(x) = F (x + 1)− F (x− 1) où F une primitive de f donc F dérivable sur R car

f continue sur R et par suite T (f) aussi dérivable sur R.

∀x ∈ R T (f)′(x) = f(x + 1)− f(x) continue sur R car f l'est aussi donc T (f) est de classe C1 sur

R .

II.2. .

II.2.1 T est un endomorphisme de E parceque linéaire et ∀f ∈ E on a aussi T (f) ∈ E.

II.2.2 T ne peut pas être une application surjective parceque ∀f ∈ E T (f) est de classe C1, en

particulier les applications qui ne sont pas de classe C1 ne peuvent pas avoir des antécédants par T

.

II.3

II.3.1 Puisque f est une application de E, bornée sur R, alors ∃M ≥ 0 tel que |f(t)| ≤ M ∀t ∈ R
et donc

∀x ∈ R on a |T (f)(x)| = |
∫ x+1

x−1
f(t)dt| ≤

∫ x+1

x−1
|f(t)|dt ≤

∫ x+1

x−1
Mdt = 2M donc T (f) est

également une application bornée sur R .

II.3.2 D'aprés le TAF ∀(x, y) ∈ R2∃c ∈ R tel que : |T (f)(x)− T (f)(y)| = |T (f)′(c)||x− y|
= |f(c + 1)− f(c− 1)||x− y| ≤ |f(c + 1)|+ |f(c− 1)||x− y| ≤ 2M |x− y|, prendre K = 2M .

II.4 Si f est une fonction a-périodique de E alors ∀t ∈ R f(t+a) = f(t) donc ∀x ∈ R T (f)(x+a) =∫ x+a+1

x+a−1
f(t)dt =

∫ x+1

x−1
f(u + a)du =

∫ x+1

x−1
f(u)du = T (f)(x), on a e�ectué içi le changement de

variable u = t− a donc T (f) est aussi une fonction périodique sur R .

II.5 Si f était paire alors ∀u ∈ R f(−u) = f(u) et donc

∀x ∈ R T (f)(−x) =
∫ −x+1

−x−1
f(t)dt = −

∫ x−1

x+1
f(−u)du = T (f)(x), donc T (f) est aussi paire, on

a e�ectué içi le changement de variable u = −t, en e�ectuant le même changement de variable on

montre aussi que si f est impaire alors T (f) est aussi impaire. Donc la parité de T (f) est la même

que celle de f .

Troisiéme partie : étude de restrictions.

III.1.

III.1.1. B = (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) est déja par dé�nition de Fω une famille génératrice de ce dernier pour

montrer que c'est une base il su�t de montrer qu'elle est libre. En e�et soit (α − 1, . . . , α4) ∈ R4

tel que α1ϕ1 + α2ϕ2 + α3ϕ3 + α4ϕ4 = 0 donc ∀x ∈ R, α1 cos(ωx) + α2 sin(ωx) + α3x cos(ωx) +

α4x sin(ωx) = 0, pour x = 0 on trouve α1 = 0, pour x = π
ω on trouve α3 = 0, pour x = π

2ω et
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x = − π
2ω on trouve le systéme

{
α2 + π

2ωα4 = 0

−α2 + π
2ωα4 = 0

, donc α2 = α4 = 0. Donc B est libre dans Fω .

D'où B est une base Fω .

III.1.2. Pour simpli�er les calculs on va utiliser une intégration complexe.

∀x ∈ R T (ϕ1)(x) + iT (ϕ2)(x) =
∫ x+1

x−1
eiωtdt =

[
eiωt

iω

]x+1

x−1

=

eiω − e−iω

iω
eiωx = 2 sin ωϕ1(x) + i2 sinωϕ2(x), d'où T (ϕ1) = 2 sinωϕ1;T (ϕ2) = 2 sinωϕ2.

De même ∀x ∈ R T (ϕ3)(x) + iT (ϕ4)(x) =
∫ x+1

x−1
teiωtdt =

[
t
eiωt

iω

]x+1

x−1

−
∫ x+1

x−1

eiωt

iω

= 2
ω cos ω − sinω

ω2
sinωx + 2

sinω

ω
x cos ωx + i

(
2
sinω − ω cos ω

ω2
cos ωx + 2

sinω

ω
x sinωx

)
= 2

ω cos ω − sinω

ω2
ϕ2(x) + 2

sinω

ω
ϕ3(x) + i

(
2
sinω − ω cos ω

ω2
ϕ1(x) + 2

sinω

ω
ϕ4(x)

)
.

Donc T (ϕ3) = 2
ω cos ω − sin ω

ω2
ϕ2 + 2

sinω

ω
ϕ3;T (ϕ4) = 2

sinω − ω cos ω

ω2
ϕ1 + 2

sinω

ω
ϕ4.

B = ϕ1, . . . , ϕ4 est une base de Fω donc T (B) = T (ϕ1), . . . , T (ϕ4) est une famille génératrice de

T (Fω) or T (ϕi) ∈ Fω pour tout 1 ≤ i ≤ 4 donc T (Fω) ⊂ Fω .

III.2 D'aprés les formules précédentes on a :

Mω =



2 sinω 0 0 2
sin ω − ω cos ω

ω2

0 2 sinω 2
ω cos ω − sin ω

ω2
0

0 0 2
sinω

ω
0

0 0 0 2
sinω

ω


III.2.1. Si sinω 6= 0 alors Mω est une matrice triangulaire dont les termes diagonaux sont tous non

nuls donc inversible et par suite rgMω = 4, si sinω = 0 alors Mω admet deux colonnes nulles et les

deux autres qui restent ne sont pas proportionnels donc rgMω = 2.

III.2.2. Si sinω 6= 0 alors Mω est inversible donc KerMω = 0,

si sinω = 0 alors KerMω =
{
(a, b, 0, 0) tel que : (a, b) ∈ R2

}
.

III.2.3. D'aprés la question précédente Tω est-il injectif si et seulement si sinω 6= 0.

FIN
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