ESIM - Session 2000 - Filieres PC & PSI

EPREUVE DE MATHEMATIQUES II - ALGEBRE - 3 heures

Partie 1

Etude des matrices de Gram

1.a) Pour ¢ fixé, notons y = z; + Z Ajz; et Cjle j¢ vecteur colonne de G(X).

J#i
Considérons la matrice G'(z1,...,Ti—1,Y, Tit1 -- -, xp)) déduite de la matrice G(X) par opération élé-
mentaire C; «— C; + Z A;.C;.
J#i
D’apres les propriétés des déterminants, det (G(X)) = det (G’(ml, ey Ty Yy T e - 7gcp)).
(.1'1|C(}1) (l‘l‘y) (.’El‘l‘p)
Ona G'(z1,...,%i-1,Y,Tit1...,Tp) = (x1|x1) e (ml‘y) . (l'i|l'p)
Notons L} la i€ ligne de cette matrice.
L’opération élémentaire L «— L, + Z Aj.L transforme G'(x1, ..., % 1,1, Tiy1. .., Tp)
J#i
(I1|l’1) (Il|y) (I1|1'p)
en (y|a:1) (y’y) (y}xp) qui n’est autre que G(z1,...,Ti—1,Y, Tit1---,Tp)-
(xp‘xl) (a?p|y) (xp’%)

De plus, 'opération élémentaire précédente ne change pas la valeur du déterminant.

Ainsi det (G(X)) = det (G(:cl, e X1, T Z AT, Tig - ,:cp)).
J7#i

b) Si X est liée, alors I'un des vecteurs x; peut s’écrire comme combinaison linéaire des x; avec j # i sous
la forme z; = Zujxj.
JjFi
D’aprés a), det (G(X)) = det (G(z1, ..., xi-1, 2 + Z(_Mj)xj,l'ljrl L p))
J#i
= det (G(xl7 e s Zi—1, 05, Tig1 .. 7acp)) qui est nul car la ¢¢ colonne est nulle.

c) On sait que toute permutation de S, peut se décomposer en produit de transpositions. Il suffit donc de
montrer que Vi < j, det (G(xl, ey Ty T ,xp)) = det (G(xl, Ty, T .,xp)), ce qui est
immédiat car le deuxieme déterminant se déduit du premier par échange des lignes ¢ et j d’une part, des
colonnes 7 et j d’autre part, chaque échange remplacant un déterminant par son opposé.

Ainsi det (G(X)) ne dépend pas de lordre de z1,...,zp.
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2.a) Soit B = (e1,...,ep) une base orthonormée de F. Notons py le coefficient d’indice (k,¢) de Pg(X).
P

p
Ainsi z; = E Priex et ;= E Dej €e-

Puisque B est une base orthonormée de F, xl |xj Z DkiDkj = Z PipPr; qui est le coefficient d’indice
k=1

(i,7) du produit matriciel *Pg(X).Pg(X).

Donc G(X) = tPB(X)PB(X)

Remarque importante :

en notant r le rang de X (r < p), alors dim F' = r et Pg(X) est donc une matrice rectangulaire de
M, ,(R).

b) G(X) est symétrique positive : en effet VY € M, 1(R), 'YG(X)Y ='ZZ >0 avec Z = Pg(X)Y.
On sait qu’alors G(X) admet p valeurs propres réelles Ay, ..., \p, (distinctes ou non) positives,

donc det (G(X)) = ﬁ)\i > 0.

Si X est libre, alors le rang r de X est égal & p : dans ce cas Pg(X) est une matrice carrée inversible,

donc det (G(X)) = det (t Pp(X)).det (Pp(X)) = (det (PB(X)))2 > 0.

3.a) Contraposons en montrant que la famille (z1,...,2,) est liée dans E si et seulement si la famille
(Cy,...,C4) est liée dans M, 1 (R).

e Supposons que (x1,...,Tq) soit liée : alors un des z; peut s’écrire comme combinaison linéaire des z;

pour j # i de la forme x; = Z Ajj.

767,
(m1|xl) ml‘xj)

: q : q
Alors Ci = | (zxfas) | =Y M| (we]zy) [ =D A€y, done (G-, Cy) est lide.

j=1 j=1
: JFi : JFi
(zp|2:) (zp]2;)
e Supposons que (C1,...,Cy) soit liée : alors un des C; peut s’exprimer comme combinaison linéaire des

C; pour j # ¢ de la forme C; = Z Aj.Cj, ce qui donne en identifiant les termes de chaque ligne :

j=1
J#i
q
Vk=1...p, mk|xz Z Jxk‘xj donc Vk=1...p, xk|xl Z)\m =
gjﬁi J#Z

q
Le vecteur y = x; — Z Ajx; est élément de F' et orthogonal a tous les éléments d’une famille génératrice
j=1
i
q
de F : il est donc nul, d’ou z; = Z Ajzj, donc (x1,...,z4) est liée.

Jj=1
J#i

b) Notons r le rang de la famille X.
Alors il existe r vecteurs de X linéairement indépendants et tout systéeme qui a plus de r éléments de X
est lié.
Donc il existe r colonnes de G(X) linéairement indépendants et tout systéme qui a plus de r colonnes
est 1ié, donc le rang de G(X) est égal au rang r de X.
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Partie 2

On suppose dans cette partie que X est une famille libre.
Pour i € [1;p — 1], on note F; espace engendré par (z1,...,x;) et p; la projection orthogonale sur F;.
On pose u; = 1 et pour ¢ entre 1 et p — 1, u;41 = Ti41 — pi(Tig1).

1.a) Montrons que YV € F;,1, u = x — p;(v) est la projection orthogonale de z sur F; 1 N F;t.
D’apres la caractérisation de la projection orthogonale, il suffit de montrer que :

i) we FyNFE i) a—ue (FipaNFY)™
i) pi(x) € F; C Fiyq1 et @ € Fj41, donc u € Fyyq.
D’autre part, par définition de p;, u € Fit.
i) Fiyy N FE C FE done Fy = (FR)Y ¢ (R nFR)T, dott 2 —u=pi(x) € Fy C (Figa NFE) ™

En particulier, u;11 est la projection orthogonale de x;4; sur Fjy; N FZ-J-.

b) Comme u;i1 € FZ.J- et Vk=1...1, up € I}, C Fj;, alors (ui+1’uk) =0.
Il en résulte que la famille U = (uq, ..., u,) est orthogonale.

Remarque : il s’agit en fait de la famille déduite de X par le procédé d’orthogonalisation de Gram-
Schmidt.

Montrons qu’aucun des u; n’est nul.
- Clest évident pour uq = x1.
- Si I'un des w; était nul pour j > 2, alors on aurait z; = p;j_1(x;) € F;_1, donc z; s’exprimerait comme

combinaison linéaire des éléments x1,...,x;_1, ce qui contredit que X est libre.
Il en résulte immédiatement que B; = (H—ZH) ] est une base orthonormée de F.
Uil /7 i€l;p

2. Notons yir1 = pi(@it1) : ainsi @iy1 = Yir1 + Uip1 avec Y1 L uipr, done (@ig1|uip) = (wig1|uipr) =
sl > 0
D’autre part, d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz, }($¢+1|ui+1)} < HleH Hui+1||.
($i+1|uz‘+1) <1
il fJuisal =
Or la fonction cos induit une bijection de [O, z[ sur |0, 1], donc il existe un unique réel a; € [0, g[ tel

Ainsi 0 <

Vo (@iafuin)
que cos(a;) = ||$i+1||'||ui+1||.

3. By étant une base orthonormale de F, d’apres 1-2.a), G(X) = 'Pg, (X) Pg,(X), donc det (G(X)) =
det (Pg, (X))

Or Pg,(X) est triangulaire supérieure. Comme 1 = uq, alors p1; = ||u1|| et pour i > 2, p;; est égal a

la i® composante de z; dans la base By, c¢’est donc (x1|”u—z||) = % = ||z, cos(aj—1).
Uj Uj

P P p—1
Ainsi det (G(X)) = Hu1H2 H HuZH2 = H HJQHQ H cos?(a).
=2 i=1 j=1

P
L'inégalité det (G(X)) < H H.Z‘ZH2 est alors évidente.

i=1
Le cas d’égalité est celui ot Vj=1...p—1, cos?(a;) =1, c’est a dire ’cos(aj)’ = 1, soit encore
}(mjﬂ |uj+1)’ = Hujﬂ H ||:rj+1 H qui représente le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz et a lieu si et seulement
si u;41 est colinéaire & 41, c’est & dire si X est orthogonale.
D’ailleurs dans ce cas G(X) = Diag(||lz1||%, ..., [|zp]?).
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1.

Partie 3

Produit vectoriel de n — 1 vecteurs en dimension n

L’égalité demandée est évidente si x € F car alors d(z,F) = 0 et det (G(z,z1,...,7,)) = 0 (famille
liée).

Supposons maintenant que « ¢ F' : alors (z1,...,zp, ) est libre et, d’apres 1-1.c),
det (G(z,21,...,3p)) = det (G(z1,...,2p, T)).
On construit par orthogonalisation une famille orthogonale U’ = (u1, ..., up,u) a partir de (x1, ..., zp, T)

libre, les u; étant les mémes que dans U, donc les les a; aussi.
) —

Il e

P p—1
det (G(z,21,...,2p)) = Hx”2 cos?(a) H HleQ H cos?(aj) = HxH2 cos?(a) det (G(z1, ..., 1p))
i=1 j=1

T
En rajoutant a € [0, 3 [ tel que cos(a , on obtient de méme que :

= ||ull* det (G(z,21,...,p)) (car comme au 2-3, |u| = ||lz|| cos .
Or u = x — Pp(x) est la projection orthogonale de z sur F*, donc Hu” =d'z, F).
det (G
Ainsi d(z, F)? = et (Gla, m1,..., 1)) .
det (G(z1,..., 7))

On sait que Hib”l A $C2H2 = H%HQ HCL’QHQ sin?a avec cosa = 7||ix}1’|’3|6;) H
1 2
Or Glay,za) = | 77 (0022 |2 a2 — (2 [)? = o e = [ o] o a

(w2|21)  (w2]e2)
= || [J2]|” sin® o

Donc Hml A x2H2 = G(x1,x2).

3.a) dim E* = dim F = n..

b) Pour chaque x € E, 'application 0(z) : y — (m|y) est linéaire de F vers R, donc 0(z) € E*.

0 : T () est lindaire car Yy € E, 0(\z1 + z2)(y) = (A2 +x2’y) = )\(961’2/) + (xgly) =

E*
AO(z1)(y) + 0(x2)(y), donc O(Azy + z2) = A0(x1) + 0(z2).
0 est injective car si x € Kerf, alors 0(x) = 0g-, d’ott 6(z)(z) = ||z||> = 0, donc x = 0.

Comme dim F = dim E*, € est un isomorphisme de FE sur E* (appelé isomorphisme canonique).

Conséquence : Vo € E*, 312 € E /Vy € E, ¢(y) =0(2)(y) = (z|y).

c¢) Soit B une base orthonormée directe de E.

@y — det (PB(zl,...,xn_l,y)) est une forme linéaire sur £ car y — Pp(z,1,...,Zn—1,Yy) est
linéaire et le déterminant est linéaire par rapport a sa derniere colonne.

11 suffit d’appliquer le b) pour déduire l’existence et 'unicité de z tel que :
Vy e FE, det (PB(ml, ... ,mn_l,y)) = (z‘y)

Si X est une famille liée, alors Pg(x1,...,2,-1,y) n’est pas inversible car ses n — 1 premiéres colonnes
sont liées, d’ou Vy € F, (z|y) = det (PB(xl, . ,xn,l,y)) = 0. En particulier pour y = z, on trouve
v(X) =2z=0g.

Si X est une famille libre, alors X est une base de F' qui est donc de dimension n — 1 En prenant y non

nul de F* qui est une droite, alors (1, ...,%,_1,y) est une base de F & F+ = E,
donc det (Pg(z1,...,2p-1,¥)) # 0, donc (z|y) #£0, dott v(X) =z # 0p.
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Pour montrer que v(X) appartient & F*, il suffit de montrer que v(X) est orthogonal & tous les éléments
de X, cest adire: Vi=1...n—1, (z|xl) =0.
En effet : (z|ac1) = det (PB (x1,... ,a:n_l,:cl-)) = 0 (deux colonnes égales).

Si X est libre, alors v(X) # O et on a : det (Pg(z1,...,2n—1,v(X))) = (v(X)|v(X)) = ||o(X)|* > 0,
ce qui prouve a la fois que (xl, ey X1, v(X)) est une base de E et qu’elle est directe car de méme sens
que B elle-méme directe.

Soit y € E = F @ F* : y se décompose en y = y; + y2 avec y; € F et yo € F; y; (vesp. 1) est la
projection orthogonale de y sur F (resp. F=1).

Comme dim F = n — 1 car X est supposée libre, dim F+ = 1, donc v(X) (non nul) engendre la droite

HL.
(v(X)]y)

On sait qu’alors g5 = (U(X)}U(X)) w(X) et y1=y—yo.

D’apres la question 1-2) | G(X) = Pa(X) P4a(X) ou A = (e1,...,e,—_1) désigne une base orthonormée

de F' (de dimension n — 1 car X est libre).

Donc det (G(X)) = det (PA(X))Q.

X
Posons w = M : w est normé et est colindaire & v(X), donc est dans F'*; alors B = (e1,...,e,_1,w)
est une base orthonormée de E.
Pa(X) 0
Pp(z1,...,Tp—1,w) = 0 L) donc det (PB(xh...,xn,l,w)) = det (PA(X)).
X X
Or d’autre part, det (Pp(z1,...,2n—1,w)) = (v(X)|w) = %L?g”)) = [lo(X)]-
v

Ainsi HU(X)||2 =det (G(z1,...,2p-1)).

Remarque : cette solution n’utilise pas la question 1-3.5).
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