DEVOIR LIBRE : Espaces vectoriels
FEuclidiens

MPSI-Maths.
Mr Mamouni : myismaill @menara.ma

Source disponible sur :
(©http://www.chez.com/myismail

Source: EDHEC 2000, école supérieure de commerce.

Probléme
On considere I'espace euclidien R, muni du produit scalaire noté (./.) défini
par :

Yu = (z,9,2) € R V' = (2,¢/,7) € R%, (u/u") =z’ + yy' + 22"

La norme du vecteur u est alors définie par ||u|| = /(u/u).

On note B = (Joo, |, |5) la base canonique de R? et on rappelle que B est
orthonormée pour le produit scalaire défini ci-dessus.

Le but de ce probleme est de montrer que I’on peut trouver une famille de
cardinal maximal, 7 = (Mu, Me, ..., M) formée de n vecteurs unitaires et deux

a deux distincts de R? ainsi qu'un réel 6 tels que : pour tout couple d’entiers

(i,7) vérifiant 1 <7 < j <n, on ait : (u;/u;) = 6. La partie I permet d’obtenir

un résultat d’algebre linéaire utile pour la suite, la partie II étudie les propriétés
d’une telle famille et la partie I1I propose la construction d’une famille solution

du probleme pour n = 4 (cette valeur est d’ailleurs la valeur maximale possible
de n, mais ce résultat ne sera pas démontré dans ce probleme).

Partie I. Dans cette partie, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Pour tout réel a, on note M, , la matrice de M,,(R) dont les éléments diago-
naux sont tous égaux a 1, les autres étant égaux a a. On note I la matrice
unité de M, (R) et J la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients valent 1.

1) a) J est-elle diagonalisable ?

b) Calculer J? et en déduire les 2 valeurs propres de J.

2) a) Utiliser une base de M,, ;1(R) formée de vecteurs propres de J pour

déterminer les deux valeurs propres de M, ,.

b) En déduire que M, , est inversible si et seulement si : a # 1 et

a#t — L.
Partie II. On suppose que l'on a trouvé une famille (uq, us, ..., u,) formée de

n vecteurs de R3, unitaires et deux & deux distincts, et un réel 8 solutions du
probleme.
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1) Soit A1, Mg, ..., A, des réels tels que Z Apug = 0.
k=1
A1

A2

a) Montrer que M, ¢ =0.

An
b) En déduire la valeur maximale de n lorsque § # 1 et 6 # — -
2) Etude du cas 0 = 1.
a) Ecrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les vecteurs u; et u; (avec
i #9)
A quelle condition a-t-on 'égalité ?
b) En déduire que n = 1.

3) Dans cette question, on admet qu’il existe une famille (uq,ug, us, uy),
formée de 4 vecteurs de R3, unitaires et deux a deux distincts, solution
du probleme.

a) Donner la valeur de 6.
b) Montrer que (uy,us, us) est une base de R3.
c) Calculer les coordonnées de u, dans cette base.

Partie III.

1) Donner une famille solution du probleme posé, pour n = 3 et § = 0.

2) On pose v; = €1, Vg2 = —%61 + @62 et V3 = —%el — ?62.
a) Montrer que (vq, vz, v3) est solution du probleme posé avec 6 = —%.

b) Trouver deux réels A\ et p tels que la famille (e3, \vy + pes, Avg +
pes, Avg + pes) soit solution du probleme pour n = 4.

Fin.
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