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MPSI 1 2002-2003
CPGE Agadir

Devoir Surveillé N°5
Corrigé

Espaces Vectoriels
Durée. 4 heures
Probléme 1:

1. VuenTD
2. VuenTD
3. VuenTD
4,

a. VuenTD

b. VuenTD

a. VuenTD
b. VuenTD

a. VuenTD
b. VuenTD
montrer que u est injective,u? = au + bide = u = aide +bu™ = u™? = %
a. {idg,u} estlibre dans £(E) car idg, u ne sont pas proportionnels puisque u n’est pas
une homothetie

~

b. u" =a,u+b,ide > u™ =a,u?+byu=(aa, +bn)u+banide
C. a,, = aa, +bn,bna =basen fonction de ay, by
d. a,,, =aa, +b, =aa, +bany
e. Utiliser les questions (4),(5) ou (6)
8.
a. f2=2f—idg,(¥)X2-2X+1=10
b. f2 =2f+idge, (¥)X?-2X-1=0
c. f2 = -2f—4idge, (¥)X?+2X+4 =0
Probléme 2:
1. a f=f1
b. fun inverse faible de f, et un pseudo-inverse de f
2.
a. uovouov = uov,Vvouovou = vou
b. rg(fog) < rg(f) car Im(fog) < Im(f),d autre part Ker(g) < Ker(fog) la formule du
rang permet d’affirmer que : rg(fog) < rg(g)
c. rg(uov) < rg(u) = rg(uovou) < rg(vou),de meme rg(vou) < rg(uov),d’ou les 3
egalités
3. v=utl
4,
a.
b.
5.

a. d’aprés la formule du rang
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b. Exixtence:¥x € E,3(X1,X2) € Im(u) xKer(u) / x = X1 + X2,X1 € Im(u) = 3z € E/
X1 = U(z) = 3(y1,Y2) € Im(u) xKer(u)/z = y1 +y2 = X1 = u(ya1) prendrey = y; on
a:y =y e Im(),uly) —x =x1—x =Xz € Ker(u)

Unicité:Soit (y1,y2) € Im(u)? / (u(y1) — x,u(y2) — x) € Ker(u)? donc
u(y1) =X —(u(y2) —x) = u(y1 —y2) € Ker(u) or u(ys —y2) € Im(u) donc
u(y1 —y2) = 0car Im(u) NKer(u) = {Og} doncyi —y, € Ker(u)or

u(yr —yz2) € Im(u)doncys -y, =0

c. Utilisez I’'unicité: meme methode avec laquelle on a montré dans le cours que les
projections sont lineaires

d. cary € Im(u)

e. Soitx € E,Vz € Eona:u(v(z)) —z € Ker(u) en particulier pour z = u(x) on a
u(v(u(x))) —u(x) € Ker(u) or u(v(u(x))) —u(x) € Im(u) donc
u(v(u(x))) —u(x) = Og, Vz € E.d’autre part :vouov(x) € Im(v) < Im(u)

on adeja Im(v) < Im(u) or u = uovou = vou? d’ou I’autre inclusion

U = uovou = u?ov = Ker(v) < Ker(u),v = vouov = v2ou = Ker(u) < Ker(v),

VX € E,x = v(u(x)) + (X = v(u(x))), (v(u(x)), (x = v(u(x)))) € Im(u) xKer(u)
uovouov = uov,donc uov est la projection sur Im(uov) = Im(u) parallélement a
Ker(uov) = Ker(u)

7. une CNS pour que u admet un pseudo-inverse est : E = Ker(u) & Im(u), la méthode pour le

trouver consiste a prendre v(x) =y = uop(x), p la projection sur Im(u) parallélement a
Ker(u)
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