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Corrig DS 8 (07-08) :  Fonctions mtﬂl@gmﬁ[es
Fonctions 4 deux variables

Mardi 06 Mai 2008.

Durée : 4 heures

D = {(z,y) € R? tel que fi(z,y) > 0} N {(z,y) € R? tel que fo(z,y) > 0} est un
ouvert en tant qu’intersection de deux ouverts, car les fonctions fi(x,y) — = et
fa(x,y) — y sont continues.

La linéarité de I'application T': f — T'(f) découle de celle des dérivées partielles.

_ ofh) _ ,on ,of O(fh) _ Oh -, 0Of
T(fh) = fT'(h)+ hT(f) car o f— ha— ta—y_ 8y+ 3y

(o pof) _, n0f dpof) ., . Of
Teo f) = (¢ o 1) car XL (o 2L AED) o )&,
or _ orog  dy o _ 20y
D’aprés les formules du cours : gfc gzﬁ g g%" gg , on en déduit que g% ?Zgg
o o1 dy ~ dyor ' oyor ay  ror
_— _or . 9f g
dou T(f) = xax yay rwt

Tt = 0, simple calcul.

T(pot)=(¢'0)Tt =0, donc po € Nj.

D’aprés ce qui précede, si f = pot, alors f € Ny. Inversement soit f € Ny, alors
T(f) = r% =0, donc %(r, t) =0, donc g(r,t) = ¢(t), d’ou f(z,y) = g(r,t) = ¢(t) =
pot(x,y). Donc p ot est la forme générale des éléments de Ny.

Tr = r, simple calcul.
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rfe Ny <= Trf)=rf <= rT(f)+ fT(r)=rf < T(f) =0 car Tr = r, ainsi
1 1

feEN <<= -feNy<= —f =pot < f =rpot, cest la forme générale des
T r

fonctions f € Nj.

Pour a € R, calculer T'(r*) =T ((x2 + yz)%) = ar®, de la méme facon que précédement,

onaT(r*f)=r*T(f)+ar®f, donc r*f € N, <= f € Ny et on en déduit que la forme

générale des fonctions f € N, est f =r®pot.

(*) Tf —af =0bh ou h € Ny, donc Th = bh.

a) Supposons a = b, soit fo = ¢(r)h une solution particuliere fy on ¢ € C1(R™
donc T'fy = T((por)h) = (por)Th+ hT(por) = (por)bh+ h(p or)Tr
bf+rh(@'or), ainsi T fo—afy = bh devient (b—a) fo+rh(@'or) = h, doury'(r) =
c’est une équation différentielle du ler ordre de solution ¢(r) = Inr. Soit f une
solution générale de (*), comme l'est fy aussi, alors T'(f — fo) —a(f — fo) =0,
dou f— fo € Ny, donc [ — fo =r%pot,don f = fo+r®pot =Inr+ripot
c’est la forme générale des solutions de (*) quanda = b

b) On suppose maintenant que : a # b. Soit fo = Ah alors T'fy = NTh = \bh,

Tfo— afo = h donne \ =

);
L,

o De fagon pareille toute solution f de (*) s’écrit
—a

sous la forme f = fo +r%pot = Lh + r%p ot, c’est la forme générale des
solutions de (*) quand a # b. ‘

z2 + y2 -y
2+ —ay
Th =0, dot b = 0, donc a # b, d'ott f(z,y) = —h(z,y) + /T2 + 120 (%) ot
¢ : R™ — R de classe C.

(2* +y?) (x —y)

T+y

a="0=2 donc f(z,y) = Iny/22+ 32+ (22 + y?)p (%), ol ¢ : R™ — R de

classe C'.

a) Pour cette équation a = 1, h(z,y) = . Les calculs montrent que

b) Icia = 2,h(x,y) = . Les calculs montrent que Th = 2h, d’ou

La constante d’Euler, la transformée de Laplace et la fonction de Bessel

Partie I : La constante d’Euler.

1
unﬂ—un:n—ﬂ—ln(l—i—%) <0et vpy — vy = n_i_l—ln(l—i—#l) > 0 (simple

étude de fonctions) et u, — v, = In(11) — 0, donc (u,) et (v,) sont adjacentes.

Au voisinage de 0 : f(x) = 1_(11’_ )" = 9(0) ~ 9(=) — —¢(0) = n on

g(x) = (1 — )™ donc f est intégrable sur |0, 1] car prolongeable par continuité en
0.
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n n

L= (=Dfciat = (-1t

k=0 k=1 _ )
flx) = = = E k lckwk 1 est une fonction
T x

polynomiale, son degré est n — 1, son coéfficient domlnant est (—1)" 1.

fiy = L2y

n—1

— k ) : ’ fps

= g (1 — x)", somme d’une suite géométrique.
k=0

—_

D’aprés ce qui précede on a : f(t) = (1—t)F = E (—1)* 1k d'ott aprés
—0
1 n k-1
1)1c
intégration on obtient : / f(t)de ()T" =
0 k=1

n

zr

-
k‘lr—‘?
o

Partie II : La transformée de Laplace.

Montrer que Papplication e'f(t) = e " — 0, donc est bornée sur [0, +oo[, d’on

t2—at

f(t) = t" est d’ordre exponentiel, alors que Vo > 0, e *g(t) = e — +00, donc
+
(o]

n’est pas bornée sur [0, +oo[, d’olt f(t) = e’ est n’est pas d’ordre exponentiel.

0 € &, évident. D’autre part soit f,g € £, donc Ja > 0,3 > 0 tel que e ' f(t),e Plg(t)
soit majorées, alors VA € R, la faoction e~ @D f(t) + A\g(t) = e Pe @ f(t) +
e~ %te~Plg(t) est bornée sur [0, +0o[ en tant que somme et produit de fonctions bornées,

d’ou f+ Ag € £, donc £ est un R-espace vectoriel.

Soit f € &, donc Ja > 0, M > 0 tel que [e=* f(t)| < M sur [0, +o0[, on peut toujours

prendre a > z + 1, quitte & remplacer a par a+x + 1, donc e ™ f(t)| < |[e™ Y f(t)| <
+00

Me™t, qui est intégrable, donc I'intégrale / e " f(t)dt est bien définie. La linéarité
0
de lapplication f — L(f) découle de celle de I'intégrale.

a) Si f(t) = t*, n > 1, a 'aide d'une intégration par paties, on trouve que

+oo
I, = L(f)(x) = / t"e~'dt = nl,_, d’'ont I,, = n!, par récurrence.
0

+o0
b) Si f(t)=e" a >0, alors L(f)(x) = / e~ (@t =
0

¢) Sif(t)=t"e" a>0,n>1,alaide d’une intégration par paties, on trouve que

+eo n n!
I, = L(f)(z) = / e (@tatqr = Iy, don I, = ———.
0 r+a (x+a)

a+x

—~

d) Si f(t) = e *sin(bt), a,b > 0, alors L(f)(z) = Re (/+OO e((”“)Jrib)tdt) =
o(—(z+a)+ib)t 71 °
{—(m%—a)—kz’bh
e) f(t)=e *cos(bt), a,b> 0.
Soit f € & tel que f' € €, montrer que L(f')(x) = xL(f)(z) — f(0), Y > 0.

Soit f € € tel que f/, f“ € & montrer que L(f“)(z) = 22L(f)(z)—zf"(0)—f"(0), Yz >
0.

(o)t eibt +00 e (z+a)t " -
¢ —(a:+a)+z'b] _{_(x+a)2+b2((x+@)+z)e ]
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7) Retrouver la formule de L(f)(z) quanf f(t) =t", n > 1.

8) Application. Dans la suite du probleme, on admettra que application f —— L(f)
est injective sur £, et on se propose de résoudre le systeme suivant :

X'(t)= X(t)+2Y(t)
Y'(t)= Y(t)+¢
X(0)= 0

Y(0)= 0

Pour cela on pose z(s) = L(X)(s) et y(s) = L(Y)(s).
a) Ecrire le systeme d’équations vérifiées par les fonctions x et y.

b) Résoudre ce systeme, puis en déduire X (t) et Y'(¢).
Partie III : La fonction de Bessel.

On admet dans cette partie qu’on peut dériver a l'intérieur d’'une intégrale, et qu’on peut
aussi permuter 'ordre d’intégration. Pour tout réel x, on pose

1 s
B(zx) = —/ cos(x cost)dt
0

T
1) Exprimer J' et J* a laide d’intégrales

2) Monter que J'(z) = ——
différentielle xy ( + J'(x) +xJ(xz) = 0.

:]»—t
N

sin? t cos(z cos t)dt, puis que .J est solution de 1’équation

1
3) Pour tout réel z > 0, on pose I(z) = / — - dt.
o T+ cos“t
1

3
a) Montrer que I(z) = 2/0 22 + cos? t

dt, a 'aide d'un changement de varaiable approprié, puis

LR
b) Calculer /

o 24 cos?t
en déduire I(z).

4) Calculer la transformée de Laplace de la fonction de Bessel J.

Partie IV : Transformée de Laplace de la fonction logarithmique.

Dans cette partie on admet qu’on peut permuter intégrales et limites.
1) Montrer que la fonction g :— e *Int est intégrable sur |0, +oo.

2) Pour tout réel x > 0 et entier n € N*, on pose : Un(w) = (1= 3)"Inx L €J0,n]
= 0 six>n
a) Pour x > 0 fixé, calculer lim,, ., U,(z).

b) Montrer que Yz > 0,Vn € N*, 0 < |U,(z)| < e *|Inz|, puis en déduire que U,
est intégrable sur |0, +-o0].

n t n
3) On pose J, = / <1 — —) Intdt, justifier 'existence de J,, puis calculer sa limite.
0 n
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4) Soit (n,p) € N* x N*. Justifier I'intégrabilité de la fonction ¢t —— t?In(nt) sur |0, 1]
1
puis calculer / t? In(nt)dt.
0

5) Exprimer J, en fonction de u,,.
Indication : On pourra utiliser la question (k + 1)CEt{ = (n + 1)CF et la question 5 de
la partie I.
+oo
6) En déduire la valeur de I'intégrale / e 'Intdt en fonction de la constante d’Euler,
0
7.
7) Montrer que la transformée de Laplace est bien définie pour tout x > 0, puis la calculer.

Fin.
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