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MPSI 1 2002-2003
CPGE Agadir

Devoir surveillé N°10
Lundi le:16 Juin 2003

Programme:Toute I’année

Probléme | : Algébre

Partie | :Préambule

Dans tout le probleme, on appelle triangle rectangle pseudo-isocéle (en abrégé TRPI) tout triangle rectangle
dont les cotés ont pour longueurs des entiers de la forme a, a + 1, ¢ (c est la longueur de I’hypoténuse).On admet
qu’il existe une infinité de TRPI (ce résultat sera démontré au 11.C) et on classe les TRPI dans I’ordre croissant
des valeurs de a.Ainsi, le triangle de cotésa = 3,a+ 1 = 4, ¢ = 5 est le plus petit TRPI.

1. (0.25) Si a et ¢ sont des entiers naturels non nuls, montrer qu’ils définissent un TRPI si et seulement s’ils
vérifient la relation:(R1) 2a? -c?+2a+1 = 0.

le but du probléme est la détermination des TRPI. On note a, et ¢, les longueurs du plus petit c6té et de
I’hypoténuse du n®™ TRPI et on definit ainsi deux suites (an)nein €t (Cn)nein @vec a1 = 3 et c; = 5. Comme
a = 0etc = 1 vérifient la relation (R1), on pose ap = O et co = 1. Les termes a, et ¢, sont alors définis
pour tout n € IN.

2. (0.25) Ecrire un programme permettant de déterminer les valeurs successives de a, et ¢, (le candidat peut
utiliser, en I’indiquant, le langage informatique de son choix, ou écrire le programme en francais
3. (0.25) Determiner les valeurs de a, et ¢, pourn = 2 et pour n = 3.
Partie Il:Les suites
1. (0.25) Montrer que pour n = 1,2, 3 les termes ¢, vérifient une relation de la forme cn.1 + BCn + ACh1 = 0.
2. (0.25) Determiner B et 1. On consideére la suite (Vn)nain définie parvo = Co, V1 = C1 et pourn > 1,
Vie1 + BVn + AV = 0 ( B et A sont les valeurs calculées ci-dessus). Montrer que, pour tout n, v, € IN.
Déterminer v, en fonction de n.

3. (0.5) Montrer que pour n = 1,2, 3, les termes a, Vérifient une relation de la forme :
ans + Ban + Aan1 = b, B et A sont les coefficients calculés en 11.1 et b est a déterminer. On considere la
suite (Un)ncin définie par up = ao, Ug = az et pourn > 1, Uns1 + Bun + AUn—1 = b. Montrer que, pour tout n,
Un € IN. On pose, pour toutn € IN, wy = un + % Déterminer wy, puis u, en fonction de n.

Dans toute la suite du probleme, les suites (Un)nein €t (Vi) nein SONt celles définies dans les questions 11.2
et ll.1.

4. (0.25) Montrer que, pour tout n > 1, u, et v, sont les longueurs du petit coté et de I’hypoténuse d’un TRPI.
Partie 111:L’algébre lineaire
Uwi = 3Un+2vp+1

1. (0.25) Montrer que les suites (Un)nein €t (Vn)nein VErifient le systéme : (S)
Vn+1 = 4Un + 3Vn + 2

Vn
Xni1 = AXn + B ou A € My(IR), B € M21(IR), en précisant A et B.
a. (0.25) Montrer que A — | est inversible, | désigne la matrice unité de M, (IR). Calculer (A —1)71.

b. (0.25) Pour n € IN fixé, on pose S, = | + A+ ... + A", Calculer (A - 1)Sy. En déduire S, en fonction
de (A—1),letA",
c. (0.25) Exprimer X, en fonction de A", S, B et Xo

u
2. (0.25) En notant, pourn € IN, X, = ( " ),écrire le systeme (S) sous la forme matricielle

A
a. (0.5) Ecrire A sous la forme P(
M

0
)P‘l En déduire A" : on pourra poser p = (3 +24/2) et

q=(3-2Y2).

b. (0.25) Calculer X, en fonction de n. Retrouver les expresssions de u, et v, déterminées en Il.
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Partie 1V:Un peu de géometrie

L’objectif de cette partie est de montrer que les couples (un, V) définissent des TRPI et que ce sont les seuls
couples d’entiers ayant cette propriété. On munit le plan euclidien d’un repére orthonormé (O,T,T).

1. (0.5) Montrer que la recherche des TRPI équivaut recherche des points coordonnées dans IN sur la conique

C d’équation : y2 = 2x% + 2x + 1.
2. (0.5) Préciser la nature de cette conique. En tracer un graphe soigné dans le plan muni d’un repére

orthonormé (O,T, T).
3. (0.25) On considére I’application ¢ du plan dans lui-m me, qui au point M(x,y) associe le point M'(x,y")

défini par : x' = 3x+ 2y + lety' = 4x + 3y + 2. Montrer que ¢ est bijective et déterminer ¢!
4. (0.25) Montrer que ¢(C) = C
5. (0.25) On notera C, la partie de C constituée des points de C d’ordonnée positive. Montrer que

¢(C1) = Ca.
6. (O 5) Pour ne IN on désigne par M, le point de coordonnees (un,Vn) dans le repere (O, | j )

OMn = unl +an .Montrer que, pour tout n de IN, M, € Cj.
7. (0.5) On note [Mn, Mn:1] I’ensemble des points de C1 dont I’abscisse x appartient au segment

[Un, Uns+1].Montrer que, pour tout n de IN, ¢([Mn,Mpi1]) < [Mps1, Mpi2].
8. (0.5) Déterminer I’ensemble des points M de C; tels que ¢(M) a une abscisse positive. En déduire que pour

tout nde IN, o([My,Mni1]) = [Mns1, Mns2].
9. (0.25) En considérant deux entiers a et ¢ définissant un TRPI, conclure.

Partie V:Et I’outil arithmétique

1. (0.25) Montrer que les deux entiers naturels a et ¢ définissent un TRPI si et seulement si :

(2a+1)?-2c? = -1.
2. (0.25) En déduire que (2a, + 1) et ¢, sont, pour n > 1, respectivement les coefficients de 1 et de /2 dans le

développement de (1 + /2 )2™1.Ce procédé est exactement celui utilisé par Bhask pour traiter I’équation

plus générale : 4a?x? + 4abx + 4ac = 0.

Probléme Il :Géométrie

On considére le plan affine euclidien &. rapporté & un repere orthonormé direct (O;T,T).Le nombre réel a
strictement positif est donné.Soit h une application de classe C? sur IR telle que h(0) = 0. On lui associe
- - a(l—cos(u))sin(u—v) + h(v
I’application de & dans & définie par : f (u,v) = ( (u))sin( ) ) +h(v) , Vt € IR; on pose
—a(l —cos(u))sin(u—v)
00, = h(t)T et (y+) désigne I’arc plan paramétré défini par

(71) = < M(u) E ; e étel que: OM = T(u,t),u e IR}.Enfin

(') = {P( )( E ; ) e &telque: OP = T(v,v),v e IR}

(0.25) Donner une équation polaire de (yo).dans le repere (O; —T, T) Dessiner le support de (T'),

(0.25) Plus généralement donner pour t réel une équation polaire de (yo), dans le repére (Qt; —T, T)
(0.25) Déterminer une isométrie transformant le support de (yo), en celui de (y+),

(O 5) Déterminer I’application h de sorte que pour tout réel a, on ait la relation :

dOP (a) = OL (a, ). Interpréter géométriquement cette égalité.

5. (0.5) Montrer que, dans ces conditions, si le point M(a) € (yo), est un point régulier, il en est de méme
pour le point P(a) € (I'). Comment déduire la tangente a (I") en P(«) de la tangente en M(a) € (yo) ?

= a(v —sin
Dans toute la suite du probléme , (T') = < P(v) xv) (v=sin(v)) ,veIR
y(v) = —a(1l—cos(v))
6. (0.5) Soient respectivement so et s des abscisses curvilignes sur (yo) et (I'). Comparer et
7. (0.25) Comparer et calculer la longueur des sous-arcs respectifs de (yo) et (I') définis par un lntervalle
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[0,27].
8. (0.5) Pour v €]0, 2z [.déterrmner le repére de Frenet (P(v); 7, ) au point P(v) € ().
9. (0.5) Calculer le rayon de courbure R en ce point.
10. (0.25) Soit C(v) le centre de courbure associé au point P(v) € (I'). Calculer les coordonnées de C(v) dans
le repére (O;T,T)
11. (0.25) Soit (I"1) le lieu géometriques des points C(v). Par quelle transformation affine le support de (I'1) se
déduit-il de celui de (T") ?
12. (0.5) Expliciter des transformations géométriques simples laissant globalement invariant le support de (I")
Probléme Il : Analyse

Les parties Il et 111 sont indépendantes et utilisent les résultats établis a la partie .

Notations: une fonction de classe C* sur I’intervalle | de IR est une fonction dérivable sur I, dont la dérivée ' est
continue sur .

PARTIE I
1. On définit la fonction ¢ sur [-Z, Z ] par: o(t) = + — o= sit = O et (0) = 0.

sint
a. .
i. (0.5) Donner le développement limité de ¢ au voisinage de 0 a I’ordre 4.

ii. (0.25) En déduire que ¢ est continue et dérivable en 0. Préciser ¢'(0).

b. (0.25) Montrer que ¢ est de classe C' sur [ %, £

c. (0.25) Soit la fonction y définie sur [—%, %] par: y(t) = ﬁ sit+ Oety(0) = 1. Montrer que y est
une fonction de classe C* sur [ %, Z ]. Préciser y'(0).
2. (0.25) Soient a et b réels tels que a < b. Soit g une fonction de classe C* sur [a,b] a valeurs réelles.

Montrer, a I’aide d’une intégration par parties, que: lim IZg(t)sin(M) dt (1)

A—+o0

n
3. Soitn e IN*. On définit S, sur [0, ] par: Sn(t) = 1 +2_ cos(2kt).
k=1

a. .
i. (0.5) Montrer, sans récurrence, que:vt € J0,x[, Sp(t) = SPEHLL (2)
ii. (0.25)Calculer S,(0) et Sn(r).
b. (0.5) Calculer la valeur de I’intégrale J,, = j;”z SN
PARTIE Il
1. .
a. (0.5) Déterminer la limite de jglz @(t)sin(2n + 1)tdt lorsque n tend vers +o.
b. (0.25)En déduire la limite de I, = j'glz St it lorsque n tend vers +o.
2. ..
a.
i. (0.25) Vérifier que la fonction f définie par f(t) = <t se prolonge en une fonction continue sur
IR.
ii. (0.5) On note F la fonction définie sur IR, par: F(x) = j'; St dt. Comparer F((2n+1)% ) et I,.
b.

i. (0.25) Soit x réel, x > Z-. Justifier I’existence de n € IN (dépendant de x) tel que:

(@n+1)Z <x<(2n+3)%.Onnote a(x) = (2n+1) 7.
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ii. (0.5) Montrer que jz(x) S'T”t dt tend vers 0 lorsque x tend vers +oo.

c. (0.25) En déduire que F(x) admet une limite ( si x tend vers +oo. Préciser (.

3. .
a. (0.5) Soient x et y réels, tels que y > x > 0. Montrer que: “Z %dt| < £ (On effectuera une
intégration par parties).
b. (0.25) En déduire que: vx > 0,0 - F(x)| < Z.
PARTIE 111
1. .

a. (0.5) Déterminer deux réels a et B, indépendants de n, tels que: Vn € IN*,jz(at + Bt?) cos(nt) dt = niz
(a et B sont désormais ainsi fixés).

b. (0.25) En déduire que 2, k—lz - jg(at + Pt?)Sn( ) dt est un réel indépendant de n, que I’on
précisera.

c. (0.25) On définit la fonction h sur ]0, 7] par: h(t) = % Montrer que h se prolonge en une fonction
2

de classe C* sur [0, 7].
On définit les suites un = >0, -, (N> 1) etva = 3 m (n > 0).

a. (0.5) Déduire des questions précédentes que la suite (un)n>1 converge et donner sa limite.
b. (0.5) Montrer que la suite (v,)n=0 cOnverge et déterminer sa limite.

Exercices |:

. (1pt) Reconnaitre la nature de la conique d’équation:{

(1.5pt) Reconaitre la conique

d’équation:5x? + 243 xy + 7y? — (10 +2/3 )x - (14+2/3)y-4+2J/3 =0
X—-y+2z=-1
y2=x2+x+1

Dessiner les courbes d’équations polaires:
a. (L.5pt) p(0) = 1-tan(20)

b. (15pt) p(8) = 1220

(1pt) Soit deux cercles de centres Q(a, 0) et Q'(—a,0) et de rayons R et R/ respectivement.Montrer que les
droites D coupant ces deux cercles suivant des cordes de meme longueur sont tangente a une parabole fixe
dont on donnera I’équation
Soit (y) arc géométrique plan définie par I’équation polaire : r(9) = sin(&)"oln e IN*,0 < 0 < nr

a. (0.5) calculer || <9

b. (0.25) En déduire que si p est I’angle entre la droite (OM) et la tangente a (y) au point M alors :
p=t.

c. (0.5) En déduire I’angle a entre I’axe (Ox) et la tangente a (y) au point M, puis R le rayon de
courbure.

d. (0.5) Soit M/ la projection orthogonale de C ,centre de courbure de (y) au point M, sur la droite (OM),
montrer que M/ est I’image de M par I’homothétie de centre O et de rapport ﬁ

ide i . S CER L AN
On considére les deux ellipses : (&) : 4Xa2 + o7 let(&): :2 +7 = 1
a. (0.5) A quelle condition une droite d * équation : ux + vy + w = 0 est tangente a (&')
b. (0.75) Pour tout point M de (&) on méne les deux tangentes a (&') qui recoupent (£) en P et Q montrer

que la droite (PQ) est tangente a (&')( utiliser les coordonnées polaires )

(1pt) Soit (P) la parabole d’équation : x2 = 2py, Trois tangentes a (P) formant un triangle , montrer que son
orthocentre appartient a la directrice



