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Evident car A2+ A =0

a)

b)

u injectif donc bijectif car endomorphisme en dimension finie, donc A inversible,

en multipliant Dégalité A% + A = 0 par A, on en déduit que A? = —I;,
d’ott v? = —idg. Donc det(u?) = det(—idg), d’ou det(u)®> = —1, impossible
car detu € R.

u n’est pas injective, donc 0 # keru C R3, d’ou dimkeru € {1, 2}.

x € keru Nker(u? +idp) = u(z) = v*(x) + * = 0 = x = 0. D’autre part Vz € E,

on

s w?(z) + uw(@) = 0, donc x + u(x) € keru et —u(z) € ker(u? + idg), avec

r = z+u(xr)—u(r), dou E = keru@ker(u*+idg). On adim F = 3, dimkeru € {1,2},
d’on ker(u? +idg) € {1,2}.

a)

r € F = ker(u? + idg) = u*(z) = —z = (v* +idg)u(z) = v*(z) + u(z) =
w(u?(x) +x) = u(0) = 0 = u(x) € ker(u® + idg) = F, d’ou F est stable par u.
Vz € F =ker(u? +idg) on a v?(z) = u*(z) = —z, donc v? = —idp.

Posons r = dim F, donc detv? = (—1)", or det(v?) = (detv)? > 0, d’olt r pair
avec 1 € {1,2}, donc r = 2.

Supposons que v admet une valeur propore réelle, A, donc 3z # 0 tel que v(x) =
Az, dott v*(z) = A\2x = —x, d’'ou A? = —1, impossible.

card {e), €4} =2 = dim F, il suffit de montrer qu’elle est libre, en effet supposons
que aeh + Bey = 0, or ej = u(uh), donc au(eh) + fu?(ey) = 0, donc aely — Bely = 0,
car u = v sur F et v? = —idp, ainsi o = 3, d’olt a(ey + u(ey)) = 0, d’autre part
u(ey) # —e, car u = v sur F' n’admet pas de valeurs propres, donc a = 3 = 0.
B = (¢),¢é,,¢e}) base de E, car E = keru & F. De plus u(e]) = 0,u(e)) =

00 0
ey, u(ey) = u?(eh) = —ehy, dou Mp(u)=10 0 —1
01 0

A et B semblables car matrices d’'un méme endomorphisme dans deux bases

différentes.
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