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IV Nature d’une série

1. Montrer que, pour tout p € N, 'intégrale /_ :o ﬁﬂ’ﬁ e dt converge.
On note, pour tout pe N : u, = / e dt.
’ P 2+ (2p)
Ly

2. Montrer, pourtout pe N @ 0<up, < 5
" (2p)!

En déduire que la série de terme général u, est convergente.

PROBLEME 11

Soit 7 un entier supérieur ou égal & 2. On désigne par I, la matrice unité de M, (C).

On considére un n-uplet (ag, ay, ..., an-1) de C" et le polynéme P = X" + U1 X" 14+ X + ag.

(0 A | —ao\

1 . (0) —a1
On note C la matrice de M,,(C) définie par C' = O
(0) o e 0 =G
\O e een 0 1 _a”n—I/

On dit que C est la matrice compagnon du polynome P.
On note By = (ey, .. ., en) la base canonique de C".

On note id application identité de C™ et on appelle f I'endomorphisme de C" tel que C soit la
matrice associée & f relativement a la base Bj.

On note f° = id et, pour tout entier naturel k, f¥*1 = f¥o f.

1.a. Exprimer, pour tout i € [1;n — 1], f(e;) en fonction de e;;1.

b. Endéduire : Vjie[Lin—1], fi(e)) =ejs1 et f(er) = —(aoer +ares + -+ + an_1€n).

2. Soit g Pendomorphisme de C™ défini par g = f™ + ap-1 """ + -+ + a1 f + aoid.

a. Vérifier . g(e) =0.

b. Montrer : VieN, gofi=flog.

c. En déduire : Vi€ [1;n], g(e) =0.

d. Montrer que le polynéme P est annulateur de 'endomorphisme f.

Application 1 : Déterminer une matrice A € Ms(C) telle que A% = A% + 24% + ;.

e. Etablir que toutes les valeurs propres de C' sont des racines du polynome P.
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3.a.

4.a.

b.a.

Soit Q = ag + 0y X + - -+ + a1 X™ ! un polynéme non nul et de degré inférieur ou égal a n — 1.
On note Q(f) Pendomorphisme de € défini par Q(f) = cpid +onf + -+ an1 f*7.
Calculer Q(f)(e1).

. En déduire qu’il n’existe pas de polynome non nul, de degré inférieur ou égal a n — 1 et

annulateur de f.

. Soit A une racine du polynome P.

11 existe donc un unique polynéme R € C[X] tel que P = (X —AR.
Vérifier que (f — Aid) o R(f) = 0, ou 0 est 'endomorphisme nul de C".

. Conclure que toutes les racines du polynome P sont des valeurs propres de C.

Montrer que, pour tout nombre complexe z, la matrice (C — zl,,) est de rang supérieur ou égal
a n — 1. En déduire que chaque sous-espace propre de C est de dimension 1.

. En déduire que C est diagonalisable si et seulement si P admet n racines deux a deux distinctes.

/ 0001
. . 1000 . .
Application 2 : Montrer que la matrice 4; = 0100 de My(C) est diagonalisable.
\0 0 10
( 000 4
o . 100 -8 , . .
. Application 3 : Montrer que la matrice A; = 010 3 de M,4(C) n’est pas diagonalisable.
\0 0 1 2

On note B = 'C la matrice transposée de C.

. Montrer que, pour tout nombre complexe t, la matrice (B — t1,,) est inversible si et seulement si

la matrice (C —t1,) est inversible.

. En déduire que les matrices B et C ont les mémes valeurs propres.

c. Soit A une valeur propre de B. Déterminer une base du sous-espace propre de B associé a A.
d. On suppose que le polynome P admet n racines Jy,..., A, deux a deux distinctes. Montrer que
1 | O |
) VR VD W
B est diagonalisable et en déduire que la matrice V = XX o AL | est inversible.

n—1 n—1 n—1
/\1 ,\2 e /\n

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de E admettant n valeurs
propres fy, . .., i, deux a deux distinctes.

L’endomorphisme u est donc diagonalisable et on note £ = (ey,...,€,) une base de E constituée
de vecteurs propres de u respectivement associés a i1, ..., fin.

Soit a = & + €3 + - - - + £,. Montrer que la famille B, = (a,u(a),...,u"(a)) est une base de E.

. Montrer qu’il existe un polynéme P; = X" +b, 1 X" +---4+b; X +by tel que la matrice associée

4 u relativement 2 la base B, = (a,u(a), . ..,u""!(a)) soit la matrice compagnon du polynome P;.



