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pss:Polyndmes
Corrigé

0.1. PARTIE A :Etude d’un endomorphisme.

AL 1l est simple de vérifier que A(P + AQ) = A(P) + AA(Q), donc A est linéaire, de plus A(P)
est un polynéme VP € E, donc A est un endomorphisme de E et pour tout n entier naturel,
si P € E,, alors degP(X) < n,degP(X + 1) = degP(X) < netcoP(X + 1) = coP(X), d’ou
deg(AP(X)) =deg(P(X +1) — P(X)) < deg(P)—1<n,donc AP(X) € E, VP € E, etainsi A
induit un endomorphisme sur E,.

A2.A1) =0,AX)=1,A(X?) = (X+1)2-X2=1+2X,A(X3) = (X +1)3 - X3 =14+3X+3X2
01 11 T
. 00 2 3 N 7 ..
La matrice sera alors A = 00 0 3 |-@mst|’ €cAs y=2z=t=0,ansidimA4 = 1 et
0000 t

alors rg(A) = 4 — 1 = 3 une base de A sera donc formée par une famille libre de 3 colonnes de A,
qui n’est autre que la famille formée par les 2éme, 3éme et 4 eme colonne de A.

A3.

A3.a. P eKer(A,) < P(X+1)=P(X),ainsi en posant Q(X) = P(X) — P(0), alors Q admet une
infinité de racines 0,1,2,..., donc nul, et par suite P(X) = P(0), d’ott P € Ey. Ainsi dim A,, = 1, d’out
d’aprés la formule du rang dim A, (E,) = dimIm A, = dim E,, — dimA,, =n -1 =dimE,,_;, or
d’aprés ce qui précede on a vu que A, (E,) C E,_1, d’ou égalité.

A.3.b. Existence : Pour tout polyndbme @ de E,_;, on Q € E,_; = An(En), dou P, €
E, telque: A, (P) = Q,d’autre part VA € K,ona: A, (P + ) = A (Po) +A,(N) =A,(R) =Qil
suffit donc de choisir la constante A = — fol Py(z)dx de sorte que fo x)dr =00u P = Py + \
An(Pr) = Ap(P, 2) Q

fol Py (x)dx = fol Py(z)dz=0"

alors A ( Pg) An(Pl)*An(PQ):O, d’OflPl*PQZA,

d’oti A = fo Mz = [} (Pi(z) — Po(x))de = [} Py(z)dz — [} Py(x)dz = 0,d’ott P = P,.

Unicité : Soient Py, P» deux polynomes tels que : {

0.2. PARTIE B : Etude d’une famille de polynémes.

B.l. deg(B1) = 1,donc B1(X) =aX +b,A(B1) =By=1 = a=1,deplus fo Bi(z)dr =0 =
§+b=0,douB(X)=X — %, de méme a l'aide des formules A(Bs) = 2B; et fo By(xz)dz =0, on
trouve que : By(X) = X2 - X — L.

B.2. Posons p = degB,,, donc B,,(X) = a,XP+...4ag,dansce B, (X +1) = ap(X +1)P +... 4+ a9 =
apXP + (pay + ap—1)XP~1 + ... 4+ ag, donc A(B,,) = pa,XP~1 + ... = nX""!, dotup = n,a, = 1,
ainsi le degré de B,, est n, et son coefficient dominant est 1.

B.3.a.Vn >2,0ona: B,(1) — B,(0) = AB,(0) = 0 car A,(B,) = nX"L.

B3b.Ona: B,(X + 1) — B,(X) = nX""1, aprés dérivation on obtient £ (X +1) — %(X) =

(n —1)X"2, de plus fol B%l(ac)dx = M = 0, ainsi B” vérifie la méme propriété que B,,_1,

I'unicité permet d’affirmer que B%L = B,_1.
B.3.c.Ona:A(S,)(z) = Sp(X +1) =Sy (X) = (-1)"(Bp(—X) = Bp(l — X)) =

- —(=1"A ( )=
(—1)""LA(B,)(—X). or A(B,)(X) = nX"1, d'ott A(S,)(z) = (—1)" ' A(B,)(-X) =
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nX" ! = A(B,)(X), ainsi A(B,(X) - S,(X)) =0, d’oﬁ B, (X) n(X) ,en integrant cette ega-
lité entre 0 et 1 on trouve A\ = 0, car f01 Sp(z)dr = (— fo x)d:p fo w)du = 0,
d’ou I'égalité : By, (x) = (—1)"B,(1 — x).
Ainsi ng+1(0) = —ng+1(0) or ng+1(0) ng+1(0) d’aprés B.3.a, d’ou ng+1(0) = ng+1(0) =0
et de méme Byy11(3) = sz+1( ), d’0tt Bag11(5) = Bag1(3) = 0.
B.3.d. Posons Cy,(z) = 2"~ (B ) +B (”1)) on a alors AC,(X) = Cp(X + 1) — Cp(X) =
) 400+ D)~ Bu) - Ba) = 2 (B4 ) Bu(d) = 2 1850 -

1

(

2
2W@M—M”:BanM)BMHA%mW% @)z =

27U (o Bu($)de + fy Ba(251de) = 27( (JiZ By(u w)du + [} Bu(u)du) = 2" [} Ba(u)du = 0, on a

posé u = §, comme changement de Var1ab1e dans la 1ere mtegrale et u = £ dans la deuxieme,

dott A = [ Mz = [ Cu(2)dz — [} By(z))dz = [, (Co(z) — Ba(z))dz = 0, d’0ott Cp(2) = By(x).

En prenant z = 0 dans Iy egahte B ( ) = on-! (B ( ) 4+ Bn(£1)), on trouve que : Bayy(3) =
(—1 4 2172K) By (0).

B.4.a. D’aprés B.3.c B3 a comme racines : 0, 5 et 1, or il est de degré 3, donc ne peut pas en avoir
d’autres, en particulier il ne s’annule pas sur ]0, 3 .

D’aprés la formule précédente pour k = 2, on a : B4(0) = —By(3), donc B, s’annule au moins une
fois sur ]0, 3[. D’autre part on a le tableau de variation global suivant :

x 0 « %
Bs + + +
Bi=3B3 | + + +
By -/ +
Bl=4B, | — 0 +
Bs N 07

duquel on peut conclure que By s’annule une et une seule fois sur ]0, 1| et que Bs ne s’annule pas
sur]0, 3.

B.4.b. On va raisonner par récurrence sur k, pour k = 0 le résultat est évidement vrai pour By(X) =1
et Bl(X) =X - %
Supposons que By, s’annule une et une seule fois sur |0, [ et que Bai41 ne s’annule pas sur ]0, 3.
Ainsi By, , = (2I<: + 2)Bogi1 garde un signe constant sur |0, ;[ en particulier Bsy.1 o est strictement
monotone sur |0, 3, or Boj12(3) = (=1 +271728) By 15(0), donc Boy12(3) et Boj2(0) sont de signe
opposés et alors Baj12 s annule une et une seule fois sur |0, 3.

D’autre part B}, 5 = (2k + 3)Boj42 donc change de signe une seule fois sur ]0, 5[, donc Ba3 est
soit croissante puis décroissante ou l'inverse sur ]0, 5[ or Boyy3(0) = Bogys(3) = 0, donc Boyys
garde une signe constant sur ]0, 5[, c’est a dire ne s’annulle jamais sur |0, 3.

B.4.c. D’aprés la question précédente B, = 2kBj,_; ne s’annule jamais donc garde un signe
constant sur |0, %[, c’est a dire que By, est strictement croissante ou strictement décroissante, donc
| Boi| atteint son maximum sur [0, 5] en 0 ou bien en 2, or [Bo|(3) = |(—1 4 2172%)|| By (0) <
| B2 |(0), donc donc |Byy| atteint son maximum sur [0, 3] en 0, de plus Bay(z) = Bay(1 — z), donc
| Box| se comporte sur [, 1] comme sur [0, 3] et donc on conclut que |Byy| atteint son maximum sur

[0,1] en 0.

0.3. PARTIE C: Application au calcul approché d’une intégrale.

Cl Jy fP@)B ( dfr = fol By(a)dz = [f'(2)Ba();=g — fy f'(a) By(a)da = [Ba(1)f(1) —
By(1 )f’( )]=1f () +fo ) By (x)dz = [By(1 )f’( ) ( )f’( )] [f( )2B1(1) — f(0)2B1(0)]+

fo 2)2B) (z dx ( )[f<1>() FO0)] = (F(0) + F(1)) +2 fy f(x)dz, car Bo(1) = Ba(0), Bi(1) =
Bl(o) 1B =By=1

C.2. Pour n = 1 le résultat est vrai d’aprés la question précédente.

Supposons le résultat vrai pour n et montrons le pour n + 1.
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Effectuons deux intégrations par parties successives sur R,,, donc
1 n
Ro = ok o 2 (@) Ban(a)do
_ 1 fol f(2n) BQn+1(x) dx

(2n)! 2n+1
ZM(U( )( )Bans1()]_y = foy SO )an+1($)d$)
__ﬁw fo FEmD (2 )B/2n+1( )dw car Bop4+1(1) = Bop+1(0) =0
__mfol (2n+1>(m)%j§w( )d:x
= (2n+2 <[f(2n+1( )Bopya(x ] fo Frt2) (2) Bopo(x )dﬁﬂ)
B(;,;sz)' (Fem (1) — 2n+1)(0)) + Ryt1 car Bap12(1) = B2n12(0)

En utilisant I'hypothese de récurrence on a :

Jo fla)de = LOF _ 57 BaQ)p@e-1) (1) — fG=1(0)] + R,

_ f(0)2+f(l) _ ,;1 B(zzlz()(!)) [f(Zk:fl)(l) _ f(Qkfl)(O)] - B(;Z:ng(ﬁ) (f(2n+1)(1) _ f(2n+l)(0)) + Ros1

n+1
_ f(O);'f(l) -3 3(2212()(!)) [f(Zk—l)(l) _ f(Qk;—l)(O)] + Rpt1

d’ou1 le résultat est vrai a 'ordre n + 1. . -
C3. [Ral = Iy Jo f@") (@) Bon(@)da] < Gy fo 1FP™ () Bon ()| da < MEZIN car | @) ()| < M
et |Bay, ()| < | B2, (0)|, d’aprés B.4.c

FIN DU CORRIGE.
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