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CORRIGE

PROBLEME :

PARTIE I

1)a)i) deg(P) = p = deg(A(P)) =p — 1;co(P) = ap = co(A(P)) = pa, .

ii) A est déja lineaire.

P e E, = deg(P)<n=deg(A)=deg(P)—1<p—1<n=A(P)e€ E,=A:E, — E, donc
A endomorphisme sur E,

b)i) ker A,, est formé par les constantes vu dans le cours.

ii) D’aprés la forule du rang : rg(A,,) = dim(E,) — dim(KerA,) =n+1—1=mn .Vu aussi dans
le cours.

2a)i) A(Ng)(X) = Nip(X + 1) = Nip(X) = Np—1(X)

i) A(Ng) =0 .

iii) j < k = AJ(Ny) = N,_ par récurrence sur jen particulier : AJ(Ny)(0) = N;_g(0) = 0 si
j<k mais A¥(Ny)(0) = 1.Pour le second cas : j = k+ 1 = AJ(Ny) = AAF(N,) = A(Ng) = 0 et
ainsi si k>j on a: AJ(Ng) =0 .

b)i) Comme Card(Ny, N1,...,N,) =n+ 1= dim(E,) il suffit de montrer qu’elle est libre, on
peut raisonner par récurrence sur 7 .
aoNo + a1 N1+ ...+ N, = 0= A" (ayNo + a1 N1 + ... + a, Np) = A™(0) =0
= agA"Ng + qA"N1+ ...+ a,A"N, =0=a,, =0

ii) P =aoNo+a1N1+...+a, N, = A P(0) = agAI No(0) + a1 A N1(0) +. .. +an AN, (0) = o
en utilisant le résultat 2.a)iii) A7N,(0) =0si j # k et ATN;(0) =1

3)a) Par récurrence sur .

, o J .
3b)i) A = (T —Idr)! = >, C]’?“Tk(—l)J_k .On a le droit d’appliquer la formule de binéme de
k=0

Newton car T'; Idr commutent .

) A/(1)0) = 3 CHTHAO)-1P = 3= CAI0+ B = $ Chi-1y~
PARTIE II

1)a) Vu en TD : montrer la linéarité,l'injection et remarquer pour la dimension .

b) P ~1(P(0),...,P(n)) .Vu en TD dans l'interpolation .

2)a) D’ apres 3.b)i) de la partie I on a :

(A7(£))(0) = IEOC]‘“( FR)(=1)77F = kéOCfPf(k)(—l)j‘k = (A7(Py))(0).



b) D’parés 2.b)ii) de la partie I on a :
Py = (A%(Py))(0)No + (A'(Py)) (0)N1 + ... + (A™(Py)) (0)Nn = (A%(f))(0)No + (A1(f)) (0)N1 +
o (A™(f))(0)N,

3a) l'astuce ici est qu’entre 2 racines de ¢ se trouve une racine de ¢’ a l'aide du théoéme de
Rolle et donc entre n+2 racines de ¢ se trouvent n+1 racines de ¢’ et donc n racines de ¢” | ...
et a la fin une racine de go("H) .En prenant K = % on a ¢ admet n+2 racines qui sont
0,1,...,n et = .Donc 3¢ € ]0,n[ tel que : ™1 (c) =0 c-a-d : f(+D(c) — P}nﬂ)(c) — KN(H(¢)
or deg(Pf) = n donc P}nﬂ) =0 et deg(N) = n + 1 et unitaire donc N®*tD = (n + 1)! d’ou le

résultat en tenant compte de 1’égalité : K = % .

b) vrai pour n =0 .
Supposons le résultat vrai pour n et soit = € [0,n + 1] ;si € [0,n] on a :
IN(z)| = |z(x —1)...(x —n)| x |[(n+ 1 —z)| < n!x (n+ 1) par hypothése de récurrence , donc
IN(z)| < (n+1)!
Siz € [n,n+1]on écrit [N(z)| = |(z—1)(z—2) ... (x—n)x(x—1—n)|xz = |y(y—1)...(y—n)| xz <
n! x (n+1) en posant y =z — 1 € [0, n].

EXERCICES :

. Infcostam)) _ a2 | ala?? 2 | o002y

* In(cos(bz)) — b2 6b2

2. tan(z) =x + x—; + o(a?) .

arctan(x) = x — % +o(x?) .

V1420 + 202 — 1432+ 322 = £+ o(a?) .

v W

h(x):a:((ﬁya;:”—i—l—\/x?—kx) =—3z+ 1+ 12 +o(z).

FIN
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