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DS 3: Structures - Nombres complexes

Lundi 06 Décembre 2004

Durée : 3 heures

Probléme 1:

Anneau booléen : Un anneau (4, +, x) est dit booléen si : Vo € A 2% = 2.

On considére dans toute la suite du probléme que (A, +, X) est un anneau booléen non réduit a {0}.
1. (a) (0.5 pts) En développant (x + z)?, montrer que Vo € A, on a : 2x = 04.
(b) (0.5 pts) En développant (x 4 y)?, montrer que V(x,y) € A% on a : 2y + yr = 04.
(©)

2. (0.5 pts) Soit E un ensemble non vide, pour toute partie A de F on associe 'application notée

(0.5 pts) En déduire que tout anneau booléen est commutatif.

4 appelée fonction caractéristique de A définiepar: p4: E — {0,1}
valz)=1size A
S { valz)=0siz ¢ A
(a) (0.5 pts ) Montrer pp =1, ¢y =0.
(b) (2 pts ) Soient A et B deux parties de £ montrer que :
PANB = PAPB, $PAUB = PA+PB—YAPB, Yz=1-0A, ©AAB = PA+PB—2pAPB.
(¢) (0.5 pts ) Soient A et B deux parties de E montrer que 14 =15 = A = B.
(d) (1.5 pts ) En déduire que si A, B et C sont trois parties de E alors :
AA(BAC) = (AAB)AC AN (BAC)=(ANB)A(ANCQC).
(e) (1.5 pts ) En déduire que (P(E),A,N) est un anneau booléen.
(f) (1.5 pts ) Soit A une partie de E, montrer que {), A, A, E} est un sous-anneau de
(P(E),A,N).
3. (0.75 pts ) On suppose dans cette question que (A4, +, X) est intégre, montrer que card(A) < 2.
4. (0.75 pts ) Soit A = {a € A\ {04} tel que: axz € {04,a} Va € A}. Solent a € A,d’ €
A tel que: a # o/, montrer que : aa’ = 04.
5. Soit ®: A — P(A)
x +— O(z) ={a € Atel que: az = a}
(a) Soit (z,y) € A%, montrer qu’on a les proriétés suivantes :
P(zy) = @(z) N D(y).
O(x+y+zy) = P(x) UP(y).
O(1y + ) = D(x).
(z+y) = (z)A2(y).

(b) (0.75 pts ) En déduire que ® est un morphisme d’anneaux.

(0.75 pts )
i, (0.75 pts )
(0.75 pts )
iv. (0.75 pts )

6. On suppose dans la suite que A est fini.



(a) (0.25 pts ) Soit ag € A tel que: ag ¢ A et ag # 0. Dites pourquoi 3z € A tel que: apx; #
04 et apxy # ao.
(b) (1.5 pts ) En déduire que : 3z € A tel que: apz € A. Indication : On pourra raisonner

par Uabsurde.

(¢) (1 pt ) Conclure que ® est injectif.
P
(d) (1pt)Soit F' = {x1,x2,...,2,} une partie de A. Montrer que @(Z x;) = F. En déduire
i=1
que P est surjectif.

(e) (0.5 pts ) Conclure que tout anneau booléen fini est de cardinal une puissance de 2
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