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Devoir Libre 3 : Suites Réelles

A rendre Samedi 22 Novembre 2003

Dans ce probléme, n désigne un entier naturel, a un réel positif.On note u,(a) l'intégrale :
a _—x..n
J5 e T a"dx
0

n!

PARTIE 1.

—a

e ~a

1. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, on a : Va € R™ : u,(a) — up_1(a) = — '
n!

2. Calculer ug(a) et déterminer, si elle existe, limug(a) quand a — 400

3. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, la fonction u,(a) admet pour limite 1

quand a tend vers 4o0.

On posera pour tout n entier naturel, et pour tout a réel positif, v,(a) = 1 — u,(a).

4. Montrer que pour tout a réel positif et pour tout n entier naturel : v,y1(a) — v,(a) =
efaanJrl n k

ICER vp(a) =e @

a+1 e “z"
—, dx
k=0 k!

Unt1(a) — vn(a) = [ n!

PARTIE 2.

Dans la suite du probléme, on note pour tout n entier naturel, w,, = vy (n)ett, = u,(n).
1. Justifier : Vn e N:w,, +t, = 1.
X

2. Etudier sur Rt les variations de la fonction & — x™e™%.

e~ T n+1 nefnfl
Montrer que : an ' dx > ( ) .

@

n

n n!

e T

dx .
n!

Montrer que : wy, — wpy1 = —vpr(n+ 1) +v(n+ 1)+ f:H

Déduire de ce qui précéde que la suite (wy,) est decroissante.

Justifier 'existence de L = lim(wy,) et montrer que L € [0,].

NS ot

Montrer que la suite (¢,) converge vers un réel | vérifiant [ + L = 1.

PARTIE 3.

Dans cette partie, on se propose de montrer que L > % On considere la fonction f définie pour

xz € [0, par f(z) =In <1—i—:1;

T ) — 2x.Pour tout n entier naturel, et pour tout réel z , on note
—x
enfin f,(z) = a"e " .

1. Montrer que pour tout = €]0,1], on a : f(x) > 0.

2. Montrer que pour tout n entier naturel non nul et pour tout z positif, f,(n + x) — f,(n — )

1—z\n
alemémesigneque:e‘x—(1+’;’) :

n




. Déduire de ce qui précéde que pour tout x € [0,n], on a : fp(n+z) > fu(n —x).

. A Taide de deux changements de variables, montrer que : ff” Sa®)dt— [* fa(®)dt = [ (faln+
u) — fn(n—u))du

. Déduire des questions précédentes que : fin fa(t)dt— > [ fu(t)dt ,puis que wy, > ¢, enfin
que L > %

FIN
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