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Dans ce probléme, n désigne un entier naturel, a un réel positif.On note un(a) l'intégrale :∫ a
0 e−xxndx

n!
.

PARTIE 1.

1. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, on a : ∀a ∈ R+ : un(a)− un−1(a) = −e−aan

n!
.

2. Calculer u0(a) et déterminer, si elle existe, limu0(a) quand a −→ +∞

3. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, la fonction un(a) admet pour limite 1

quand a tend vers +∞.

On posera pour tout n entier naturel, et pour tout a réel positif, vn(a) = 1− un(a).

4. Montrer que pour tout a réel positif et pour tout n entier naturel : vn+1(a) − vn(a) =
e−aan+1

(n + 1)!
, vn(a) = e−a

n∑
k=0

ak

k!
, vn+1(a)− vn(a) =

∫ a+1
a

e−xxn

n!
dx .

PARTIE 2.

Dans la suite du problème, on note pour tout n entier naturel, wn = vn(n)ettn = un(n).

1. Justi�er : ∀n ∈ N : wn + tn = 1.

2. Etudier sur R+ les variations de la fonction x 7−→ xne−x.

3. Montrer que :
∫ n+1
n

e−xxn

n!
dx ≥ (n + 1)ne−n−1

n!
.

4. Montrer que : wn − wn+1 = −vn+(n + 1) + vn(n + 1) +
∫ n+1
n

e−xxn

n!
dx .

5. Déduire de ce qui précéde que la suite (wn) est decroissante.

6. Justi�er l'existence de L = lim(wn) et montrer que L ∈ [0, l[.

7. Montrer que la suite (tn) converge vers un réel l véri�ant l + L = 1.

PARTIE 3.

Dans cette partie, on se propose de montrer que L ≥ 1
2 . On considère la fonction f dé�nie pour

x ∈ [0, l[ par f(x) = ln

(
1 + x

1− x

)
− 2x.Pour tout n entier naturel, et pour tout réel x , on note

en�n fn(x) = xne−x .

1. Montrer que pour tout x ∈]0, l], on a : f(x) > 0.

2. Montrer que pour tout n entier naturel non nul et pour tout x positif,fn(n + x)− fn(n− x)

a le même signe que : e−x −
(

1− x
n

1 + x
n

)n

.

1



3. Déduire de ce qui précéde que pour tout x ∈ [0, n], on a : fn(n + x) ≥ fn(n− x).

4. A l'aide de deux changements de variables, montrer que :
∫ 2n
n fn(t)dt−

∫ n
0 fn(t)dt =

∫ n
0 (fn(n+

u)− fn(n− u))du

5. Déduire des questions précédentes que :
∫ 2n
n fn(t)dt− ≥

∫ n
0 fn(t)dt ,puis que wn ≥ tn en�n

que L ≥ 1
2 .

FIN
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