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CORRIGE

Probléme 1:

Partie I : Proportion des applications a zéro ou un seul point fize.
1. On a:
n
Z Gnk =0po+an1+...+apn

= Nombre total d’applications de [|1,n|] vers [|1,n|] & 0 points fixes

+ Nombre total d’applications de [|1,n|] vers [|1,n|] & 1 points fixes

+ Nombre total d’applications de [|1,n|] vers [|1,n|] & n points fixes

= Nombre total d’applications de [|1,n|] vers [|1,n|]

=n"

2. f(4) peut prendre toutes les valeurs dans [|1, n|] sauf i puisque f (i) # 4, donc n — 1 choix pour
f(4) si i n’est pas fixe, comme on a n — k points qui ne sont pas fixes d’ott (n — 1)"* choix et
on a Cﬁ choix pour & points fixes parmi n et un seul choix pour chaque image, d’ou le nombre

total est bien : a, ) = C¥(n — 1)"F.

anpr1  CEPM(n —1)n k-1 nlkl(n — k)! " 1
ank Ck(n—1)nk — (k+1)! (n—k—l)!n! n—1
3. n—k p!
= — = 1.
(k+D)(n—1) o TR
< 1 car (k+1)(n—k)=n—k+k(n—Fk)>n—k.
4. (z 4+ y)" ch kyn=k aprés dérivation on obtient : n(x + y)" chk k=lyn=k En
=0
prenant z = 1,y = n—1 on trouve que : Z kay = Z kCE(n—1)""* =n(1+n-1)""1 = n".
k=0 k=0
On dérive cette fois deux fois pour trouver que :
Z k(k—1Crn—1)"F =nn-1)14+n-1)"2=n-1)n""1
Sk =1’anr=> (k=1)(k=Dang= > k(k—Dang— Y kanp+ Y ank
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

= (n—1n" !t —p"+np"=(n-1)n"!
5. (a) uy et v, représentent respectivement la proportion des applications & zéro points fixes et

celles & un seul point fixe parmi toutes les applications.



(b) On pose g(z) = (1+2)"—1—nz,¢'(x) = n((1+2z)"~1 —1). D’oil le tableau des variations

X -1 10| +o0
suivant : | g’(x) | - | 0| +
gx) [\ |0 |
(c) Posons z,, = (1+ 7). Inz, =nln(l+7) = :Uiln(l;u) —xcaru = — 0.
Up41 Gn+1.0 n" nntl n" n n2n
(d) = . = X — X —
Un, n,0 m+1)ntt (n=1)» " (n4+1)"1 n4+1  (n—1)"(n+1)"
2 n
n n n 1 n n
X = X > 1 —) = 1. D’ot t
n+1 <(n2_1> n4+1 <1+ 1 >n n+1(+n2 Ou(un)es
n2—1
croissante.
De méme Untl _ Onill X n = (n+1)n” X n S X ! )
Un an1  (n4+D"H nm -1 (n+1)"t n—1 1
=2
n 1

X
n—1 1-7%

vn—un = (1= )" = (1= )" = (1= 1)" (1= 1) = e x 0 = 0. Doit (wy) et

= 1. D’ou (vy,) est décroissante.

n n
n

(vy,) sont adjacentes.

L aussi.

(&) up=(1— %)n — e~ ! donc v, — e~

(f) wu, désigne la proportion des applications & zéro points fixes, et v, celle des points & un
point fixe, & Iinfini ces proportions valent e~! = 38/100 , donc 72/100 des applications
ont au moins un point fixe.

(g) Comme les deux suites (u,) et (v,) ont adjacentes donc la limite comuune L est encadrée
par les deux suites u, < L < v,, d’ou |u, — L| < |u, —vp| = (n;nl)” <107'sin=2

par exemple.

Probléme 2:

Partie 1 : Convergence de (up)nen-
1. u, > 0, par récurrence simple. D’autre part w, 1 — u, = u2 > 0, donc (u,) croissante.
2. Supposons que la suite (u,) ne diverge vers pas vers l'infini, donc elle aurait une limite finie,
L, puisqu’elle est croissante, or u, 11 = u, +u2, dott L = L + L? d’ou L = 0, d’autre part
(uy) est croissante donc 0 = L > ug > 0, absurde, d’out (u,) diverge vers l'infini.
Partie 2 : Comportement asymptotique de (uy)nen-
1. Upg1 — vy = 2n%lnum_l - %lnun = Qn%(lnum_l —2lnu,) = 27,% (lnun_H —Inu%) =

Un i1
—— <ln nt > S (1+ i)
un

D’aprés ce qui précede on a : vpqpp1 — Vpyp = ﬁ In (1 + ﬁ) >0et vpypr1 — Vngp =

W]n (1 + unlﬂ)) < 2n+1p+1 In (1 + i), car (uy) est croissante donc Unipt1 = Up et par

suite In (1 + —) <In <1 + i)

1
Un+p

2. En sommant les inégalités de la question précédente pour 0 < p < k, on obtient :

n

k i LI 1 1\ 1 <1
OZZO<Zvn+p+1_vn+pzvn+k+l_vn < Wln 1+— | =14+ — ot szp:
= U Up, =

p=0 p=0

1\ 1 -5 1 1 1 1 1
In{1+— 2 (14— l—-—— )< —In(14+—|.
n< +un) on+1 1_% on n +un < 2k+1 | — 9n n( +un>




3. D’aprés la question précédente on a : Vk € N w11 — v < In (1 + u%), d’ou vgy1, et par

suite v, est majorée par vg+1In (1 + = ), et puisqu’elle est croissante donc converge vers une
n jorée par vg w )» et puisq

limite notée o .

4. (vy) est croissante donc inférieure & sa limite o, d’ont Vn € N, v, = 2% Inu, < a, d’ou
un < aexp(a2™).
En passant & la limite sur k& pour n fixé dans ’encadrement de la question 2 Partie 2, on
obtient o« — v,, = o — %lnun < 2%111 <1+ i) = 2%111 <M> = 2inln(l + up) — %lnun,

Un
d’ott 02" < In(1+ uy),d’ot Vn € N,exp(a2™) < u, + 1.

exp(a2™)

Ainsi on obtient u, < exp(a2™) < wu,+1,dou 1< <1+ i et conclut a 1’aide du

Un
exp(a2™)

théoréme d’encadrement que : lim = 1, parceque lim u,, = +o00. D’o u,, ~ exp(a2™).

Unp,
5. On a : u, < exp(a2™) < wu, + 1, dou 0 < G, = exp(a2"™) — uy, < 1. D’ou (B,)nen est bornée,

en plus (Bni1 + B2 — Ba) exp(—a2") = (exp(a2™!) — wu,q1 + (exp(a2™) — uy,)? — exp(a2™) +
un) exp(—a2™) = (exp(a2™t) — u, — u? + exp(a2"t) — 2u, exp(a2”) + u2 — exp(a2™) +
uy) exp(—a2™) = (2exp(a2™t1) — 2u, exp(a2™) — exp(a2™)) exp(—a2"™) = 2exp(a2™) — u, —
1=286, — 1.

6. Montrons d’abord que : (8,41 + 82 — ) exp(—a2™) — 0, en effet : u, ~ exp(a2”), d’ou

exp(a2") —u

exp(a2™) — u, = o(exp(a2™)), c’est a dire que : = B,exp(—a2") — 0, or

exp(a2m)
(Br+1 + B3 = Bn) exp(—=a2") = Bar1 exp(—a2") + 37 exp(—a2") — B, exp(—a2")

= Bnr1 exp(—a2"t) exp(—a)2"t1) + B, 6, exp(—a2™) — B, exp(—a2”) — 0

car fpy1 exp(—a2"t) — 0,exp(—a)2"t1) < 1, puisque a = lim v, > 0 et parceque

By exp(—a2™) — 0 et 3, bornée. D'ott 23, — 1 = (Bpy1 + B2 — Bn) exp(—a2™) — 0, donc
—26, +1— 0, donc =23, + 1 = 2u,, — 2exp(a2™) + 1 = o(1) et alors

U, = —% 4+ exp(a2") 4+ o(3) = —3 + exp(a2") + o(3).
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