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Corrigé
Probléme 1:
1. Montrer que u,, > 0 par récurrence forte .
2. Montrer que u, > n par récurrence forte .
3. Poser a,, = upu — 42, et prouver la relation a,, = —a
: n ntn+-2 n+1 b n n—1 -

4. .

(a) Facile .

2
o _ UnUn42—Upq (—1)”
(b) Un+2 Un = UnUn+2 T UnUnt2
o = _ _ _(=n 1
(C) Intl = In = V2n+2 = V2n = U2nU2n+2  U2pU2n2 >0
(71)271-%1 1
Yn+1 — Yn = U2pn43 — UV2n+1 = = - <0
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_ _ _ _ U2n42  Ugp41 _ U2n42U2n—UH, 4 1
'Enﬁn’ Yn = Tn = V2n+1 — V2n = U2p 41 U2 U2 U241 T U2nU2n+1 0

(d) Vuen TD .Notons [ = lim(v,) vpt1 =1+ i donc!>0,l =147 ca-d 1> =1+1d’ou

] = li\/g
2

5. Par récurrence forte .A V’aide des conditions initiales ug = A+ pu =0 ,uy = Ari +purg =1
on trouve les constantes .

1+v5
2

et par 7] en bas et tend n vers +oo

_ Arntly ot
,r2:12‘/5doncvn:u"“: Lk

™ N en haut

on factorise par r

6. On note r; = e

7. Récurrence forte .

8. Récurrence double .

9. .
(a) 1,2,3,5.
(b) Par récurrence forte .Au n+2 éme mois les lapins du n+1 éme restent encore en vie et
tous ceux qui étaient au n éme deviennent productifs car ils ont déja 2 mois .
Probléme 2:
1.

(a) Utiliser le théoréme de la décomposition primaire .
(b) d = (2u) A (2v) = 2 il est pair ,or ¢/u, /v donc ¢ =1

(¢) d=pgcd(u+v,u-v) divise 2u,2v donc divise leur pged égal a 2 .



ok W N

. Montrer d’abord que 22 A y? = (z A y)? & l'aide du théoréme de la décomposition primaire

puis a2 AP A2 = (a2 AN =(anb)2 At =((anb)Ac)>=(anbArc)?.
Partie II : Triplets pythagoriciens.

k = pgcd(ag, by, co)
d=anb= d*/a® d?/b* d*/c® = a®> + b?d>* =1 de méme bAc=cAha=1.

p1 &2) — (PNIQ P2g91 9192

Injection (facile) .Surjection :p~* (q1 , 2 g, 2l Ay ) ou d = pged(p1q2, P21, q1G2) -

L’équation du cercle : 22 + 42 = 1 .A I'aide du dessin il est clair que I = ]0, %[

z(t) et y(t) sont rationnels = ¢ est rationnel (évident )

Réciproquement : y = t(z + 1), 22 + > =1 = 1+ 22?4+ 2224+ 1> -1 =0 = z =¢
42

{ 1t+2517 _1} cQ

(9)2 + (b)2 =1= % =cos(), = sin(f) € Q exprimer ensuite cos(f), sin(f) en fonction

C C

de tan (g) et prendre d=aAbAc.

Partie III : Equation diophantienne et Théoréme de Fermat :

. Reprendre la démarche de la partie I .

. D’aprés la question précédente parmi xg, yo, 20 deux ne peuvent pas etre tous pairs puisque

premiers entre eux,donc il y’en a deux imapirs et un pair ,le paramétrage du triplet zp, y%, x%

montre que c’est yp qui est pair donc zg, x¢ sont impairs .

(a) 20 = u? — 02, Y3 = 2uv, 23 = u? + v? car d = pgcd(zo,Y0,20) = 1 on a u impair et v, yo
. 2
Yo% _ v - u - u ¢ u
pairs donc ( 5 ) = uz de plus u Av = donc 5 Av=1et 5v est un carré donc 5,v sont
des carrés .

(b) u:oﬂ,% = (%23 = u? + 2.
(c) a® = u? —v"2,20% = 2u/v', 29 = u? + v avec v/ Av' = 1 donc w'v' = 32 est un carré
donc o/, v sont des carrés d’ou v/ = p?,v’ = ¢° et alors o = p* — ¢*

(d) 21 =p,y1 =q,z1 =aavecz; =p < p =u? < u? +v?% =g .

. D’apres ce qui précéde si I’équation diophantienne admet une solution on peut encore construire

une autre solution "plus petite" et ainsi de suite & la fin on aurait des solutions négatives donc
cette équation ne peut pas avoir de solutions et en particulier I’équation de Fermat pour n=4

ne peut pas en avoir aussi puisque c’est un cas particulier de ’équation diophantienne .

. On peut supposer les cotés z,y,z dans N et premiers entre eux quitte a mulitpiler par le

dénominateur commun puis diviser par le pged donc 22 + y? = 22 parameétrer le triplet z,y, 2
par u, v montrer que u, v sont des carrés et en déduire une solution de ’équation diophantienne

ce qui n’est pas possible .

FIN
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