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Exercice.  On considère la conique [image: image2.png]


 d’équation : [image: image4.png]X3 +2yF—2x+4y—




 dans un repère orthonormé  [image: image6.png]


. Montrer que [image: image8.png]


 est une ellipse, déterminer son équation réduite, ses éléments caractéristiques. Centre, foyers, directrices, excentricité et sommets. Construire [image: image10.png]


 dans le repère [image: image12.png]


.

Problème1 : Développement décimal illimité d’un réel.

1/   Montrer que :    [image: image14.png]vieR, wneN,  3ip,3xtel que:




On note [image: image16.png]


 est appelé la valeur décimale approché par défaut à l’ordre [image: image18.png]


 de [image: image20.png]


.

2/   On pose  [image: image22.png]e = dp + oz



.

2.a/  Montrer que :      [image: image24.png]Pn _14Pnss
Tom < Jomit



    et   [image: image26.png]Pris
Tonit < 1o7





En déduire que :      [image: image28.png]10p, <P,y



   et   [image: image30.png]P,y +1 =101 +p,)




2.b/  Montrer que les suites [image: image32.png](d,)



 et [image: image34.png](e.)



 sont adjacentes et convergent vers [image: image36.png]


.

On pose [image: image38.png]Priqg — 10p,,




3/   Montrer que [image: image40.png]Xptq



 est un chiffre, c'est-à-dire [image: image42.png]


 ainsi [image: image44.png]


 est le nombre des dizaines de [image: image46.png]O



 et [image: image48.png]Xptq



 est le chiffre des unités de [image: image50.png]O



.

On pose [image: image52.png]


 ( partie entière de [image: image54.png]


 )

4/   Montrer que : [image: image56.png]


.  (on remarquera que [image: image58.png]Xy

Pr—10p,_,



  pour [image: image60.png]


)

On convient d’écrire : [image: image62.png]d,

Ko Xqg Xz wee Xy



.  [image: image64.png]lim dy, =Xg, XXz o Xy e



  appelé le développement décimal illimité du nombre réel [image: image66.png]


. Chaque chiffre après la virgule s’appelle une décimale, ainsi on passe de [image: image68.png]


 au [image: image70.png]


 par adjonction d’une nouvelle décimale au rang  [image: image72.png]n+1



 qui est  [image: image74.png]Xptq



.

5.a/  On suppose [image: image76.png]


 et [image: image78.png]


. Calculer [image: image80.png]


 en déduire [image: image82.png]


.

5.b/  On suppose [image: image84.png]


 et [image: image86.png]


. Justifier que [image: image88.png]


. On peut alors écrire [image: image90.png]


 

6/   Un développement décimal illimité du nombre réel [image: image92.png]


 est dit propre s’il contient une infinité de décimales différentes de 9. Dans cette question, on se propose de montrer que le développement décimal obtenu dans la question 4/ est propre.

6.a/  On suppose le contraire, justifier qu’il existe [image: image94.png]ne N



 tel que [image: image96.png]vn > p,

X



.

6.b/  Montrer que pour tout [image: image98.png]1 1
L
NP dntiom=dy o



 . On pose [image: image100.png]=d.+

Tom




6.c/  Montrer que pour tout [image: image102.png]nsp,

0<10®a—xI=1



 . Conclure.

7/  Soit une suite [image: image104.png](x,,)



 d’entiers naturels vérifiant pour tout [image: image106.png]


. Cherchons s’il existe un nombre réel dont le développement décimal illimité est [image: image108.png]


  

7.a/  On note [image: image110.png]


.  Montrer que [image: image112.png](d,)



 est une suite de Cauchy.

7.b/  On pose [image: image114.png]x= lim d,



 et on suppose que la suite [image: image116.png](x,,)



 contient une infinité de termes distincts de 9. Montrer que le développement décimal de [image: image118.png]


 est [image: image120.png]


  
8/   Application. On se propose, dans cette question, de montrer qu’il n’existe aucune bijection de ℕ dans ℝ. Pour cela supposons qu’il existe [image: image122.png]


 une application bijective et posons  [image: image124.png]


. Le développement décimal de [image: image126.png]


 s’écrit [image: image128.png]Up = Xpgs Xn1Xng = Xnp =



 On note pour tout [image: image130.png]


 si [image: image132.png]Xpn*0



 et [image: image134.png]


 si [image: image136.png]


.

Montrer que le développement décimal [image: image138.png]


 définit un nombre réel [image: image140.png]


 et que pour tout entier naturel  [image: image142.png]U, EYy



. Conclure.

Problème 2.  Etudes d’une suite récurrente de fonctions

Partie1. Sommation et équivalence

1/   On considère la suite de terme général : [image: image144.png]


, [image: image146.png]


 montrer que [image: image148.png]


 est croissante et convergente.

1/   Soient [image: image150.png](@, )n-0



  et [image: image152.png]


deux suites réelles. On suppose que pour tout entier naturel [image: image154.png]


 [image: image156.png]a, =0



 et que [image: image158.png]


 au voisinage de [image: image160.png]+o0



.

On pose pour tout entier naturel [image: image162.png]


 [image: image164.png]


  , [image: image166.png]


  

1.a/  Montrer que [image: image168.png]


  est soit convergente soit tend vers [image: image170.png]+o0



.

1.b/  On suppose que [image: image172.png]


. Montrer que [image: image174.png]


 au voisinage de [image: image176.png]+o0



.

1.c/  On suppose que [image: image178.png]


  est soit convergente, montrer qu’il existe [image: image180.png]NeN



 tel que pour tout [image: image182.png]n=Nb, >0



. En déduire que la suite [image: image184.png]


  est croissante à partir d’un certain rang et convergente.
2.a/  Donner un équivalent simple de [image: image186.png]


, en déduire que [image: image188.png]


 au voisinage de [image: image190.png]+o0



.

2.b/  On pose pour [image: image192.png]


. Montrer que [image: image194.png]


 en déduire en utilisant les questions 1/ et 2/ que la suite de terme général  [image: image196.png]


 est convergente. On note [image: image198.png]


 sa limite. [image: image200.png]


 est appelé la constante d’Euler.
Partie2.  Etude d’une suite auxiliaire

3/  Montrer que pour tout [image: image202.png]



4/  Calculer la dérivée de la fonction :         [image: image204.png]t—

1+Int




  sur [image: image206.png]



5/  En déduire que la suite de terme général   [image: image208.png]


 est convergente.

Partie3.  Etude d’une suite récurrente

On considère la suite [image: image210.png]


 définie par :  [image: image212.png]


 et [image: image214.png]1
YREN,  Upey=upt—+1
4 =




6/  Montrer que la suite [image: image216.png](U, =0



est bien définie et que pour tout [image: image218.png]u, =0



.

7/  Montrer l’existence de [image: image220.png]


 et calculer cette limite.

8/  Montrer que pour tout [image: image222.png]RN u = ndxd D up
"



 

9/  Montrer que [image: image224.png]


. ( utiliser les encadrements )

10/  Montrer ensuite que    [image: image226.png]U, —n~lnn




11.a/  Montrer que   [image: image228.png]


 

11.b/  En déduire la convergence de la suite de terme général   [image: image230.png]


, [image: image232.png]neN




11.c/  Montrer en fin l’existence d’un réel [image: image234.png]


 tel que :  [image: image236.png]



Ceci revient à dire que [image: image238.png]



Dans ce qui précède, on a pu associer à tout [image: image240.png]xe R,



 une suite [image: image242.png]


 et un réel [image: image244.png]


. Comment ces objets se comportent – ils lorsqu’on fait varier [image: image246.png]


? Pour cela, on note désormais [image: image248.png]u,, (x)



 au lieu de [image: image250.png]


 et [image: image252.png]


 au lieu de [image: image254.png]


. On dispose ainsi d’une fonction [image: image256.png]


 et d’une fonction [image: image258.png]


 .
Partie4.

12.a/  Montrer que pour tout [image: image260.png]xe R,



et pour tout [image: image262.png]



12.b/  En déduire que pour tout [image: image264.png]xe R,



,  [image: image266.png]1
¢(“;+1):W>+1




13/   Montrer pour tout [image: image268.png]



14.a/  Montrer que pour tout [image: image270.png]x.v e [1,+ool



 et pour tout [image: image272.png]neN: x<vy = u,(x)<u,.(y)





14.b/  En déduire que [image: image274.png]


 est croissante sur  [image: image276.png][1, +oo[



 .

14.c/  En déduire également que [image: image278.png]


 est décroissante sur [image: image280.png]


 .
