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Exercice.  On considère la conique [image: image1.png]


 d’équation : [image: image2.png]2x + 4y —



 dans un repère orthonormé   [image: image3.png]


. Montrer que la conique [image: image4.png]


 est une ellipse, déterminer son équation réduite, ses éléments caractéristiques. Centre, foyers, directrices, excentricité et sommets. Construire [image: image5.png]


 dans le repère  [image: image6.png]


.

Problème1 : Développement décimal illimité d’un réel.

1/   Montrer que :    [image: image7.png]vieR, wvne N,  3ip,3ztel que:




On note [image: image8.png]Lo
dn = o5



 est appelé la valeur décimale approché par défaut à l’ordre [image: image9.png]


 de [image: image10.png]


.

2/   On pose  [image: image11.png]en=dn+

Jon



.

2.a/  Montrer que :      [image: image12.png]


    et   [image: image13.png]



En déduire que :      [image: image14.png]10p, < Prn.,



   et   [image: image15.png]Pnie + 1< 10(1 +p,)




2.b/  Montrer que les suites [image: image16.png](d,)



 et [image: image17.png](en)



 sont adjacentes et convergent vers [image: image18.png]


.

On pose [image: image19.png]



3/   Montrer que [image: image20.png]Xpaq



 est un chiffre, c'est-à-dire [image: image21.png]Xxn+qe € {0,1,..,9}



 ainsi [image: image22.png]


 est le nombre des dizaines de [image: image23.png]2 J



 et [image: image24.png]Xpaq



 est le chiffre des unités de [image: image25.png]2 J



.

On pose [image: image26.png]


 ( partie entière de [image: image27.png]


 )

4/   Montrer que : [image: image28.png]


.  (on remarquera que [image: image29.png]X =P — 10p,_,



  pour [image: image30.png]


)

On convient d’écrire : [image: image31.png]


.  [image: image32.png]


  appelé le développement décimal illimité du nombre réel [image: image33.png]


. Chaque chiffre après la virgule s’appelle une décimale, ainsi on passe de [image: image34.png]


 à [image: image35.png]


 par adjonction d’une nouvelle décimale au rang  [image: image36.png]n+1



 qui est  [image: image37.png]Xpaq



.

5.a/  On suppose [image: image38.png]


 et [image: image39.png]


. Calculer [image: image40.png]


 en déduire [image: image41.png]lim dp

Jum



.

5.b/  On suppose [image: image42.png]


 et [image: image43.png]


. Justifier que [image: image44.png]lim dp

Jum



. On peut alors écrire [image: image45.png]


 

6/   Un développement décimal illimité du nombre réel [image: image46.png]


 est dit propre s’il contient une infinité de décimales différentes de 9. Dans cette question, on se propose de montrer que le développement décimal obtenu dans la question 4/ est propre.

6.a/  On suppose le contraire, justifier qu’il existe [image: image47.png]e N



 tel que [image: image48.png]Vi >p,

Xy



.

6.b/  Montrer que pour tout [image: image49.png]n>p,

dy+

Tom

dy+

To?



 . On pose [image: image50.png]a=d,+

ra




6.c/  Montrer que pour tout [image: image51.png]n>p, O0<10®a—x<1



 . Conclure.

7/  Soit une suite [image: image52.png](x,,)



 d’entiers naturels vérifiant pour tout [image: image53.png]


. Cherchons s’il existe un nombre réel dont le développement décimal illimité est [image: image54.png]


  

7.a/  On note [image: image55.png]


.  Montrer que [image: image56.png](d,)



 est une suite de Cauchy.

7.b/  On pose [image: image57.png]m



 et on suppose que la suite [image: image58.png](x,,)



 contient une infinité de termes distincts de 9. Montrer que le développement décimal de [image: image59.png]


 est [image: image60.png]


  

8/   Application. On se propose, dans cette question, de montrer qu’il n’existe aucune bijection de ℕ dans ℝ. Pour cela supposons qu’il existe [image: image61.png]


 une application bijective et posons  [image: image62.png]


. Le développement décimal de [image: image63.png]


 s’écrit [image: image64.png]Un = Xne-XniXna —Xnp =



 On note pour tout [image: image65.png]


 si [image: image66.png]Xpn =0



 et [image: image67.png]


 si [image: image68.png]


.

Montrer que le développement décimal [image: image69.png]


 définit un nombre réel [image: image70.png]


 et que pour tout entier naturel  [image: image71.png]n,

£y



. Conclure.

Problème 2.  Etudes d’une suite récurrente de fonctions

Partie1. Sommation et équivalence

1/   On considère la suite de terme général : [image: image72.png]


, [image: image73.png]


 montrer que [image: image74.png](Up =g



 est croissante et convergente.

2/  On considère la suite de terme général : [image: image75.png]


, [image: image76.png]


. Montrer que [image: image77.png]Vin—Vn 25



 , en déduire que [image: image78.png]limv, =+




3/   Soient [image: image79.png]


  et [image: image80.png]


deux suites réelles. On suppose que pour tout entier naturel [image: image81.png]n,



 [image: image82.png]An =0



 et que [image: image83.png]Qp~by,



 au voisinage de [image: image84.png]+00



.

On pose pour tout entier naturel [image: image85.png]n,



 [image: image86.png]


  , [image: image87.png]


  

3.a/  Montrer que [image: image88.png]


  est soit convergente soit tend vers [image: image89.png]+00



.

3.b/  On suppose que [image: image90.png]Nim Ap = +o0



. Montrer que [image: image91.png]A,~B,



 au voisinage de [image: image92.png]+00



.

3.c/  On suppose que [image: image93.png]


  est convergente, montrer qu’il existe [image: image94.png]NeN



 tel que pour tout [image: image95.png]n=N,b, >0



. En déduire que la suite [image: image96.png]


  est croissante à partir d’un certain rang et convergente.

4.a/  Donner un équivalent simple de [image: image97.png]


, en déduire que [image: image98.png]


 au voisinage de [image: image99.png]+00



.

4.b/  On pose pour [image: image100.png]


. Montrer que [image: image101.png]ey



 en déduire en utilisant les questions 1/ et 2/ que la suite de terme général  [image: image102.png]


 est convergente. On note [image: image103.png]


 sa limite. [image: image104.png]


 est appelé la constante d’Euler.

Partie2.  Etude d’une suite auxiliaire

5/  Montrer que pour tout [image: image105.png]



6/  Calculer la dérivée de la fonction :         [image: image106.png]1+t




  sur [image: image107.png]



7/  En déduire que la suite de terme général   [image: image108.png]


 est convergente.

Partie3.  Etude d’une suite récurrente

On considère la suite [image: image109.png]


 définie par :  [image: image110.png]


 et [image: image111.png]1
vneEN, Upt—+1





8/  Montrer que la suite [image: image112.png]


est bien définie et que pour tout [image: image113.png]n,

=0



.

9/  Montrer l’existence de [image: image114.png]


 et calculer cette limite.

10/  Montrer que pour tout [image: image115.png]


 

11/  Montrer que [image: image116.png]


. ( on pourra utiliser les encadrements )

12/  Montrer ensuite que    [image: image117.png]Uy, — N ~Inn




13.a/  Montrer que   [image: image118.png]


 

13.b/  En déduire la convergence de la suite de terme général   [image: image119.png]


, [image: image120.png]neN




13.c/  Montrer en fin l’existence d’un réel [image: image121.png]


 tel que :  [image: image122.png]Uupn=n+ln(n) +@ +o0(1)




Ceci revient à dire que [image: image123.png]



Dans ce qui précède, on a pu associer à tout [image: image124.png]x € R



 une suite [image: image125.png]


 et un réel [image: image126.png]


. Comment ces objets se comportent – ils lorsqu’on fait varier [image: image127.png]


? Pour cela, on note désormais [image: image128.png]Uy ()



 au lieu de [image: image129.png]


 et [image: image130.png]@(x)



 au lieu de [image: image131.png]


. On dispose ainsi d’une fonction [image: image132.png]un,:R, - RS



 et d’une fonction [image: image133.png]


 .

Partie4.

14.a/  Montrer que pour tout [image: image134.png]x € R



et pour tout [image: image135.png]1
nEN: un(x4-+1
-




14.b/  En déduire que pour tout [image: image136.png]x € R



,  [image: image137.png]W(x+2+l):v’(x)+1




15/   Montrer pour tout [image: image138.png]



16.a/  Montrer que pour tout [image: image139.png]x,v € [1, +ool



 et pour tout [image: image140.png]neN: x<y = u,(x) <u,y)




16.b/  En déduire que [image: image141.png]


 est croissante sur  [image: image142.png]


 .

16.c/  En déduire également que [image: image143.png]


 est décroissante sur [image: image144.png]


 .

	
	



