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CORRIGE

Exercice 1.

1)

2)
3)

4)

5)

6)

L1 (1 -1)_(00
11 1 1 = 00 sans que ces

matrices ne soient nulles.

Non car par exemple

Simple calcul a effectuer.

A est inversible si et seulement si det(A) = ad — be # 0 et dans ce cas

1 d
At =
ad — bc ( —c

Fait aussi dans le cours.

—b o : .
a ), la justification est faite dans le cours.

(1) (1) ) € OF(R), d’autre part si

det(A) = det(B) = 1, on vérifie facilement que det(AB~!) = 1, d’on
AB™! € OF (R), et enfin n’oublions pas que OF (R) C GLo(R)

On a l’élément neutre est [, = (

a) Tout calcul fait on trouve que J? = 4.J — 31s.

b) Utiliser la propriété caractéristique des sous-anneau.
On a d’abord I, € J, prendre a = 0,6 =1

Si A = oJ+ Bils, B = asJ + (G215 deux éléments de J, alors
A+ B = (a1 + ag)J + (81 + P2) I est aussi un élément de A, et

AB = (Oép] + 51]2)(042J+ 62[2)
= a1 J? + (12 + azf)J + P11
= ayp(4J — 313) + (a1 + 31)J + 13212
= (darog + a1 + 1) J + (12 — 3ayan) I
Donc AB € A.

Pour n = 0, prendre ag =0 et by = 1.

Supposons J" = a,J + b,Iy, alors J"™' = (a,J + b,I5)J =
anJ* + b,J = a,(4J — 3I3) + b,J = (4a, + b,)J — 3a,l, d'ou
Qi1 = 4ay, + by, by = —3a,.

Apio = 4ay41+by11 = 4a,11—3a,, ainsi (a,) est une suite récurrente
linéaire dont I’équation caractéristique associée est 2 —4x +3 = 0,

dont les solutions sont ry = 1 et o, = 3, dou a, = A + u3".
A et p on les trouve a l'aide des conditions initiales ay = 0 et
1
ap = 1, dot A = —% et p = L Ainsi a, = 5(1 — 3") et
3
by = —3a,_1 = —5(1 — 3" .
1 n 1 n

i. Tout calcul fait on trouve que : A? = 24, B> = —2B, et on
en déduit par récurrence que : A" = 2" 'A et B" = (—2)""'B



pour tout n € N*.

ii. Tout calcul fait on trouve que : AB = 0.
1
ili. Ona J = 5(3A — B), donc

A = LAy

2n
1 n
) k=0
= %—n(?)"A" + (=1)"B") car AB=0
— 5(?,"A — B) car A" =214
B" = (-2)""'B
1

= _(3n(J - 12) - (J - 312))

i

= 5((3" - 1)J+(3—-3"1)

Exercice 2

1)

2 W) heho= [ (P
— /1(1 — "1 —t* — 1)dt

1
= —/ (1 —t3)™dt <0
0

donc la suite (I,,) est décroissante.

b) (I,) est décroissante minorée par 0, car (1 —
donc converge, d’autre part 0 < (1
OSIngl,d’oﬁoglzlJirmIngl.

2y >0 vt elo,1],
—tH" <1 Vt e [0,1], donc

3)

I, = /a(l — tH"dt + /1(1 —t3)"dt < a+ (1 —a)(l —a®)" car
(1= < 1sur [0,af et (1—)" < (1—ad)" sur [a,1], or
lJirgI.}(l—az)”:OcarO< 1-a?) <1 d’oillzlJirg.}Inga

Ainsil <a Va€]0,1[doul<0orl>0doul=0.

On pose dans J,,, u=t, v =t(1—1t)"

1 — 2yt
u=1 v= —7( t)
2(n+1)
1 ! / In—i—l
Donc J,, = [uv], — i uv = S+ 1)
In - Jn = In+1
En particulier T I It I I I
n particulier I, = I,, — = |
PATMCTHED fnst 2(n+ 1) 2(n + 1)
_(2n+3 7
“\2ny2)
2n + 2
= I, = I,
i 2n+3
Le résultat est vrai pour n = 0.
227 (nl)? 2n + 2
Supposons [,, = ﬁ,alom I,,1 = T3 I,

2n+ 2\ 22(n!)?

2n+3) (2n+1)!
B 2274 (n 4+ 1)*(n!)?
 (2n+ D)!(2n +2)(2n + 3)
B 22(n+1)((n+ 1)])2

(2n + 3)!

Fin et a la prochaine.




