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Blague du jour :
Deux personnes qui viennent de faire connaissance dans un café discutent :

Moi, confie le premier, je ne crois que la moitié de ce qu’on me dit.
Vraiment ! Et quelle est votre profession ?

Psychanalyste.

Ah! Eh bien, moi, c’est tout le contraire : je crois toujours le double de
e que I’on me raconte.

Quelle est donc votre profession ?

Inspecteur des impots.

Mathématicien du jour Mersenne
Marin Mersenne (1588-1648) est un religieux, mathématicien et philosophe francais. Il
s’intéressait aussi a la théorie de la musique. Il établit les plans du premier sous-marin

jamais construit, malhereusement. Les nombres premiers de Mersenne sont encore, a I’heure
actuelle, ’objet d’une recherche active.

PROBLEME 1. Source Patrick Fradin, MPSI, Guez de Balzac, Angouléme, France.

Q1)
Q2)

Q3)

Q4)

Une équation de Dy est y = t(x — 1).

On cherche A résoudre I'équation 22 +y? =1 avec y = t(x — 1) et & # 1, ce qui donne z? + t?(z — 1) = 1 d’'out
r+1+t*(z—1)=0 et donc :

2 -1 —2t

= t = —_—
. t2+le y 2 +1

Si t est rationnel, alors z(t) et y(t) aussi d’apres les formules ci-dessus. Si z(t) et y(t) sont rationnels alors
y(t)
z(t) —1

comme z(t) # 1 on a rationnel, c’est & dire ¢t € Q, donc :

[teQ < =(t),y(t) € Q]

Soit E = {M(z,y) € C\ {A} / z,y € Q}. On a une application de Q dans E qui est évidemment injective. Si
M € E, soit t la pente de la droite (AM) alors M = M (t) et t € Q, donc 'application est également surjective :

‘L’application M : Q — E définie par M (t) = M (z(t),y(t)) est bijective
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: . P =4 2pq .
Q5) En posant t = —g avec p et ¢ premiers entre eux, on obtient z(t) = s et y(t) = g ce qui nous donne
p q p q

Q1)
Q2)

Q3)

Q4)

Q5)

tous les points de C \ {A}. On peut remarquer qu’en prenant ¢ = 0 et p = 1 on obtient z = 1 et y = 0 ce qui
correspond au point A (mais ¢ bien siir n’est pas défini dans ce cas). Les points de C & coordonnées rationnelles
sont les points M (z,y) avec :

P —q 2pq _
= = 7 avecp,q € ZetpAhg=1

Partie 11

Une solution de cette équation est, par exemple, a =3, b=4 et ¢ = 5.
Sid=aAb,alors d> = a® A2 = (a® + b2) A2 = 2 AD® = [c Ab]%, on en déduit que [d = ¢ Ab]. De la méme

fagon, d? = a®> AV? = (a® +V?) Aa® = 2 AN a® = [c A a)?, donc .

. . . 2 2 . . < g .
(a,b,c) est solution avec ¢ non nul si et seulement si (%) + (%) = 1, ce qui revient a dire que le point de
coordonnées (%, %) est un point de C a coordonnées rationnelles, d’apres la partie I, cela équivaut a I'existence
2

de deux entiers p et ¢ premiers entre eux tels que : & = ;;2_7_32 et g = pf};‘;, c’est & dire :

a’ p2 _ q2 . I 2pq

el ot — —

! p2 + q2 ! p2 + q2

Ona (p>+¢*a’ = (p* —¢*) or a’ Ad =1 donc a’ | p?> — ¢ et ¢ | p? + ¢® ce qui donne p? — ¢®> = ka' et
p? + q®> = k', en reportant dans 1’égalité, il vient que k = k’. De méme, (p? + ¢*)b’ = 2pqc’ avec b’ Ac/ =1, or
p? + ¢% = k¢’ d’olt en simplifiant 2pg = kb’. Finalement :

p2 _ q2 — ka/
2pq = kb
p2 + q2 = kd

(P* + ¢%) A (2pq) = (ka') A (kb') = k(a’ AY') = |k|. D’autre part, pq et p* + ¢ sont premiers entre eux, car si
un nombre premier divise les deux, alors il doit diviser p ou ¢, et p? + ¢2, donc il divise p et ¢ : absurde car
p A q= 1.1l reste donc :

[kl = 7%+ ®) A (2pg) = (0° +¢*) A 2]

PROBLEME 2. Source Patrick Fradin, MPSI, Guez de Balzac, Angouléme, France.
Q1) a) La fonction f est définie lorsque £t1 est définie strictement positive c’est & dire lorsque |z| > 1 :

‘Df =] — o0; —1[U]1; +oo[‘

b) Pour x > 1, on a f(z) = (2 — 1)In(x + 1) — (z + 1)(x — 1) In(z — 1) avec (2% — 1)In(1 + z) - 0
et (x — 1)In(z — 1) - 0, car uln(u) - 0 (théoréme des croissances comparées), par conséquent :

lim1 f(x) =0, on pose donc :
f(1)=0

¢) On a f(—z) = (2> — 1)In (%) = (z2-1)In (fﬁ—;i) = —f(z) : la fonction f est impaire, 'origine
est donc un centre de symétrie pour la courbe, elle admet donc un prolongement par continuité en —1 :

f(=1) =0, et on peut limiter ’étude & 'intervalle [1; +o0].
d) D’apres les théorémes généraux, la fonction f est continue dérivable sur |1;4o0[. Elle est continue en 1

(prolongement par continuité), étudions sa dérivabilité en 1 : w =@+ 1) In(z+1)—(z+1)In(z—
1) - +o0 :

’ f n’est donc pas dérivable en 1, mais la courbe présente une tangente verticale en ce point. ‘
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Q2) a) Pour z > 1, f est dérivable et f/(z) =2zIn(z+ 1)+ (x —1) —2zln(z—1) — (z+1) = 2z {ln (i—ﬁ) - %},

Q3)

Q4)

on a donc :

h(a:)—ln<iir1>—i

La fonction h est continue dérivable sur ]1;400 et h'(z) = 5 — 25 + &% = —% <0, la
fonction h et donc strictement décroissante sur ]1; +ool, or lirf h(z) =0, on en déduit que :
T—1T00

‘Vx>1,h(x) >O‘

D’aprés ce qui précede, on a f/(x) > 0 et donc f est strictement croissante sur [1 +oo[ Calculons la limite

en +oo : la fraction i“ tend vers 1, donc le logarithme équivaut a Lﬂ —1=_= 1, d’ou f(x) ol % et
donc lirf f(x) = 400, d’ou le tableau :
T 1 +00
Fal |+
+00
f@|
0
On a vu dans la question pécédente que f(x) o f,i_i, ce qui donne exactement :
f(z) ol 2z
Avecz =1 ona f(z) = (% -1)In (%) -2 or (H-1h(l4+u)=-u+% +% 1 +u’e(u) +e(u) et

(H-Dm(l-u) =uts -1 —%—Fu%(—u)—ks(—u) dou f(z) = —2u+e(u)[1 —u?] —e(—u)[1 —u?] — 0,

donc :

lim f(z)—2x=0

r——+00

On en déduit que la droite d’équation y = 2z est asymptote a la courbe de f en +oco (et en —oo par
symétrie).

Ona /(o) = F'e) ~ 2 et ') = (a) = 20(e) + W) = |2 | (1) - 2 )|

rz—1

Soit L(u) = In(1 + u) — gg:ﬁf? avec u > 0. Cette fonction est dérivable et L'(u) = 7 — gz(iriz;f =

ﬁ < 0, la fonction L est donc décroissante sur [0; +oo[, comme L(0) = 0, on en déduit que L(u) <0
c’est a dire :

+2)

ul\u
1 4u) < AuT2)
(1 +u) < 505

En posant u = —27, ona u > 0 et ¢"(z) = 2In (i*i) - =2 [ln(l +u) — g((::ifg], par conséquent :

‘Vm >1,4"(z) < O‘

On sait que f(z) ol 2z, or f(x) o z?1n (m+1) donc 2z In <w+1) fod 4, or f'(z) = 2zIn (;”—jr}) -2,

donc :

lim f'(z) =

r— 400

La fonction ¢’ est décroissante sur |1;+oo[ et sa limite en = oo est nulle car ¢'(z) = f/'(z) — 2, donc :

’V:c> 1,¢' () 20‘
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d) On en déduit que la fonction g est croissante sur [1;4-oc[, or lim g(z) = liT f(z) = 2z = 0, par
conséquent :
Vo > 1,9(z) <0
La courbe de f est donc sous I’asymptote.
e) Allure de la courbe :
PROBLEME 3. Source : My Ismail Mamouni, MPSI, My Youssef, Rabat, Maroc.
Partie I :

1) f est continue sur ]0,+oo[ en tant que rapport de deux fonctions continues, d’autre part
li(r)n f(z) =1= f(0), donc f continue en 0, par suite sur [0, +oo[.

2) a) f est dérivable sur |0,+oc[ en tant que rapport de fonctions dérivable, avec
> £ (x):=diff (In(1+x)/x,x);

Fla) = 1 ~ In(1+2) _ A(x)

(1+2z)x x? x?

Ainsi f’ est continue sur ]0,+oo[ en tant que rapport de fonctions continues, d’ol1 f
est de classe C'.

b) On effectue un DL5(0), d’our :
>  f(x):=taylor(diff (ln(1+x)/x,x),x=0,3);

f(z) =3 +0()

2
1
c) On a f est de classe C! sur ]0,+oc[, de plus li(r)nf’ = 5 d’apreés le théoréme de
1
prolongement de la dérivée, on a f est de classe C! sur [0, +oc[, avec f/(0) = —3
d)
> A (x):=diff (x/(1+x)-1n(1+x) ,x);
Al(x) = T <o
1 2
e) limf=0. (1+2)
—+oo
3) a) f est deux dérivable sur |0, +oo[ en tant que rapport de focntions deux fois dérivables,
avec :
> f"(x):=diff (In(1+x)/x,x%,x%);
1 2 In(1+2z) B(x)
9 — _ 2 =
(@) (1422?22 (14x)2? * s a3

b) Les calculs donnent :
> B’ (x):=simplify(diff (-(3*x"2+2%x)/(1+x) "2+2*1n(1+x),x));

:ZJ2

B'(x) :sz >0

Donc B(z) > B(0) =0Vx > 0, d’ott f” > 0 et par suite f est convexe.
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> plot(1ln(1+x)/x,x=0..107100,color=black) ;

Partie I1

n 1— n+1
1) Découle de la formule Zak =% ota=-t # 1.
k=0

2) 1l suffit d’intégrer la formule précédente entre 0 et z.

1—a

3) |Jn(@) = Jj% dt| < /O # dt < /;tNH dt = ;N:Z
N Yo+l ZN+2 1
4) D’aprés la question précédente, on a : |In(1+ z) kzo k+1 S Ni2 < N3 T 0,
n Zn 1 n 1n too (_1)n—1mn
donc la série nz;l ni—f—l ,;0 converge, avec In(1 4 z) = nz::O -
Partie III
In(1+ z)

1) Utiliser la question II.3 et le fait que f(z) =

x = 0, la différence est nulle.

si « # 0, on remarquera que pour

2) La série Z —— converge en tant que série dont la valeur absolue du terme général
n
n>1
1 N
décroit vers 0. En intégrant I’inégalité précedente, on obtient : ‘/ fx) da Z o 1
0 k= 0
1 (fl)k S (DR
0 Donc = .
g = Do [ S =3 i =3

1 1 1
3) D AN+l = > S+ D>

n=1 1<n=2p+1<2N-+1 1<n=2p<2N-+1
2 +oo +oo a2 too 2
T 1 1 1 T
4) T N~ = , & S t enfi
) % ;"2 Z2p+1 Z4p pZQpH) ouz 2p+1)2 s ovemm
1 +oo k—1 +oo© +oo 2
(—1) 1 1
dz = - T
/0 fz) dw kz_o 2 ;(2p+1)2 ;4;) 12

Fin

a la prochaine
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